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Существует много математических моделей пневмомускула, позволяющих опреде-
лять динамические характеристики (сокращение оболочки, скорость течения рабочей 
среды и изменение его давления) с достаточной точностью. Однако при включении 
пневмомускула в состав следящей или позиционной системы необходимо учитывать 
дополнительные факторы в режимах с высокими частотами управляющей пневмоап-
паратуры, которые вызваны волновыми процессами рабочей среды, возникающими в 
оболочке. Разработанные ранее модели пневмомускула построены на стандартных 
уравнениях изменения расхода и давления рабочей среды в пневматических системах, 
вследствие чего не позволяют оценить влияние указанных факторов. Предложена мо-
дель динамических характеристик пневмомускула с учетом волновых процессов, по-
строенная с помощью обыкновенных дифференциальных уравнений. Выполнено 
сравнение результатов моделирования по предложенной модели и данных, получен-
ных с помощью ранее разработанной модели. В ходе сравнения выявлены существен-
ные расхождения между ними (более 100 % в отдельных случаях). Созданная модель 
повышает точность оценки влияния процессов, происходящих в оболочке пневмо-
мускула, на динамические характеристики, что является важным на этапе проектиро-
вания позиционной системы на базе пневмомускулов. 
EDN: YCMYTO, https://elibrary/ycmyto 
Ключевые слова: динамические характеристики пневмомускула, позиционный 
пневмопривод, волновые процессы, позиционная система управления 

The multiple existing mathematical models of a pneumomuscle are making it possible to 
determine its dynamic characteristics (shell contraction, working medium flow rate and al-
teration in its pressure) with sufficient accuracy. However, when including a pneumomuscle 
as part of a sequent or positional system, it becomes necessary to take into account addi-
tional factors in modes with high frequencies of the pneumatic control equipment, as the 
wave processes arising in the shell working medium cause them. The previously developed 
pneumomuscle models were built on standard equations describing alterations in the work-
ing medium flow rate and pressure in the pneumatic systems. Therefore, they were unable 
to assess the influence of those factors. The paper proposes a model of the pneumomuscle 
dynamic characteristics taking into account the wave processes, it is constructed using the 
ordinary differential equations. Simulation results of the proposed model are compared 
with data obtained using the previously developed model. The comparison revealed signifi-
cant differences between them (more than 100% in certain cases). The created model in-
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creases accuracy in assessing the influence of processes occurring in the pneumomuscle 
shell on the dynamic characteristics, which is important at the stage of designing a position-
al system based on the pneumomuscles. 
EDN: YCMYTO, https://elibrary/ycmyto 
Keywords: pneumomuscle dynamic characteristics, positional pneumatic drive, wave pro-
cesses, positional control system 

Математическому моделированию и промыш-
ленному внедрению пневмопривода, построен-
ному на базе пневматических мускулов (ПМ), 
посвящены публикации многих авторов [1–12]. 
Однако разработка универсальной модели ПМ, 
которая учитывает его свойства, структуру и 
принцип работы, позволяя получить динамиче-
ские характеристики с высокой точностью, по-
прежнему является актуальной задачей. 

В работах [1, 7–12] приведены системы 
уравнений, описывающие статические и дина-
мические характеристики привода мускульного 
типа, использующие различный подход к моде-
лированию ПМ и обеспечивающие различную 
точность полученных результатов (от 15 [7] до 
2 % [8]). 

В публикациях [11, 12] предложены модели, 
обладающие такими преимуществами перед 
аналогами, как минимальное количество эмпи-
рических коэффициентов, удобство для инже-
нерных расчетов и универсальность всех типо-
размеров ПМ производства компании FESTO 
(Германия). 

В современных работах, посвященных моде-
лированию следящих и позиционных систем на 
базе ПМ [1–6, 10], исполнительный двигатель 
рассматривают как систему с сосредоточенны-
ми параметрами и строят модели на основе 
классических уравнений наполнения и опусто-
шения. 

Однако ПМ представляет собой объект с 
распределенными параметрами по длине, по-
этому при определенных частотах колебаний 
давления питания (например, при использо-
вании следящих и позиционных систем с ши-
ротно-импульсной модуляцией) в его полости 
и, следовательно, в точке позиционирования 
могут возникать резонансные колебания рабо-
чей среды (РС), не учитываемые в известных 
моделях ПМ. Эти колебания могут вызвать 
нежелательные вибрации исполнительного 
органа. 

Рассмотрим релейную систему с применени-
ем широтно-импульсного модулирования 
(рис. 1). В этом случае наибольшая опасность 
появления резонансных колебаний РС возни-

кает при остановке исполнительного органа в 
точке позиционирования. 

Цель исследования — разработка математи-
ческой модели расчета динамических характе-
ристик ПМ с учетом волновых процессов, про-
исходящих в оболочке ПМ вследствие напол-
нения и опустошения. 

Для описания волновых процессов в трубо-
проводах применяют дифференциальные урав-
нения в частных производных, которые явля-
ются довольно сложными для аналитического 
решения, что значительно усложняет исследо-
вание колебаний РС [13]. 

Задачу можно упростить, если рассмотреть 
изменение давления РС в полости ПМ в момент 
позиционирования, так как в соответствующей 
точке колебания амплитуды изменения коор-
динаты ПМ пренебрежимо малы по сравнению 
с его длиной. Поэтому можно пренебречь из-
менением длины ПМ и воспользоваться мето-
дикой расчета динамики изменения давления 
РС на концах трубопровода, приведенной в ра-
ботах [14, 15]. 

Особенностью модели является возмож-
ность описания процессов обыкновенными 

 
Рис. 1. Структурная схема позиционного 

пневмопривода мускульного типа  
с релейным управлением: 

БУ — блок управления; Р — гидрораспределитель;  
М — масса груза; ДП — датчик перемещения 



#5(770) 2024 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 59 

дифференциальными уравнениями. Результаты 
моделирования с помощью такого подхода 
подтверждены численными данными отече-
ственных и зарубежных специалистов [16, 17]. 

Для математического описания волновых 
процессов на концах оболочки ПМ в точке по-
зиционирования необходимо учесть следующие 
физические процессы: разгон массы РС внутри 
оболочки ПМ, сопровождающийся изменением 
его расхода; изменение массы РС вследствие 
наполнения и опустошения оболочки, приво-
дящее к изменению давления, плотности и тем-
пературы РС в оболочке ПМ; изменение давле-
ния РС на концах ПМ в результате распростра-
нения волн давления. 

Для случая заглушенной на конце оболочки 
ПМ принята следующая гипотеза: изменение 
давления РС в начале оболочки определяется 
разностью между средним по ее длине расхо-
дом РС и соответствующими расходами в нача-
ле и конце оболочки и объемом, равным поло-
вине такового для оболочки. 

Рассмотрим процесс движения РС в ПМ с 
постоянными длиной и диаметром (рис. 2). 
Введем следующие обозначения: мp  — давле-
ние РС в магистрали; вхG  и 1G  — массовый 
расход РС на входе в ПМ и за входом в оболоч-
ку; L — текущая длина оболочки ПМ; m — те-
кущая масса РС, заключенного внутри оболоч-
ки ПМ; 1p  и 2p  — давление РС в первой и вто-
рой половине оболочки ПМ; Gср — средний 
массовый расход РС в ПМ. 

При подаче давления РС мp  на вход ПМ 
движение его массы m происходит под дей-
ствием перепада давлений на концах оболочки 
  2 1– .p p p  Ввиду разности расходов РС на 
концах ПМ по отношению к среднему расходу 
РС происходит изменение его плотности, что 
проявляется в изменении давления 2 .p  

Согласно расчетной схеме, расход РС на 
конце заглушенной оболочки ПМ будет равен 
нулю, из-за разности массовых расходов 1G  и 

срG  изменяется давление РС 1,p  а вследствие 
изменения расхода РС срG  —  давление p2. 

Время распространения волны давления в 
начале переходного процесса определяется вы-
ражением 

  0    ,t L c  

где 0L  — начальная длина оболочки ПМ; c  — 
скорость звука. 

С момента подачи давления РС pм на вход в 
оболочку в течение времени  0   t L c  давление 
РС на концах оболочки будет равно начальному 
значению 20 .p  Этот период времени характери-
зуется началом движения всей массы РС с не-
которой средней скоростью за счет смещения 
движения частиц РС на входе в оболочку. При 
этом скорость течения РС на заглушенном кон-
це оболочки равна нулю, что приводит к сжа-
тию слоев РС. 

Через время  0    ,t L c  когда волна давления 
достигнет конца оболочки ПМ, начальное дав-
ление p20 скачкообразно измениться до некото-
рого значения 2p  и продолжит дальнейшее не-
прерывное изменение до установившегося зна-
чения. 

При моделировании приняты следующие 
допущения: течение РС — одномерное и квази-
статическое; процессы изменения состояния РС 
в оболочке ПМ — изотермические. 

Зависимость потерь давления РС на тре-
ние трp  внутри ПМ от числа Рейнольдса Re  в 
переходных процессах определяется, как и при 
установившемся течении РС: 

    
20

тр
ρ sign ;

2
L x

p
D
      (1) 

 

   
 

64 при Re   2300;
Re 
0,3164 при Re   3000,

Re

 

где   — коэффициент трения РС; x — сокра-
щение оболочки; D  — диаметр оболочки после 
подачи давления РС; ρ  и υ  — средние по длине 
оболочки плотность и скорость течения РС. 

В соответствии с расчетной схемой 
(см. рис. 2) и учетом изложенного процесса из-
менения давления РС уравнение его движения в 
ПМ имеет следующий вид: 
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где f  — площадь поперечного сечения обо-
лочки ПМ,  0    4f D  ( 0D  — начальный диа-

 
Рис. 2. Расчетная схема ПМ c учетом колебаний РС 
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метр оболочки); 2p  — текущее давление РС в 
конце оболочки. 

Для решения системы уравнений (2) устано-
вим связь между переменными и средней по 
длине ПМ скоростью течения РС υ с учетом 
условий на концах оболочки ПМ. 

Из условия неразрывности потока РС имеем 
равенство массовых расходов на входе и за вхо-
дом в оболочку вх 1(   .  )G G m  Изменение мас-
сы РС в начале ПМ определяется как 
   1 1 ср .m G G  

Тогда выражение, описывающее изменение 
давления РС в начале ПМ принимает вид [14] 

        1 1м м
1 1 1 ср

2 2 ,p pRT RTp m V G G V
V V V V

 (3) 

где R  — газовая постоянная; мT  — температу-
ра РС в магистрали; V  — текущий объем обо-
лочки ПМ, 

   0V f L x .  (4) 

Средний массовый расход РС 

 ср .G f     (5) 

Учитывая уравнение (4) и то, что 
0[ ( )],m f L x    преобразуем уравнение (5) 

следующим образом: 

   
 ср 0

0 0 0

1( ) .m mG f L x
f L x L x L x

    
  

  (6) 

С учетом формулы (6) выражение (3) при-
нимает вид 

 1М
1

0

2 .pRT mp m V
V L x V

        
  (7) 

Согласно рис. 2, уравнение для массового 
расхода РС за входом в оболочку ПМ при его 
наполнении имеет вид [14] 

 1 2 2
1 м 1

н м
,fG m p p

RT
  


  (8) 

где 1f  — площадь входного отверстия ПМ, 
2

1 1    /4f d  ( 1d  — диаметр входного отверстия 
ПМ); н  — коэффициент сопротивления ли-
нии нагнетания. 

Уравнение, описывающее изменение давле-
ния РС в конце оболочки ПМ 2 ,p  можно полу-
чить аналогичным способом. 

С учетом уравнения (6) и того, что измене-
ние массы РС в конце оболочки ПМ равно 

среднему расходу РС, получаем следующее вы-
ражение для изменения давления РС 2 :p  

 2м
2

0

2 .
( )

pRTp m V
V L x V

  


  (9) 

При опустошении ПМ изменяется лишь 
уравнение для расхода РС в оболочке: 

 

1
21 1 2 2

1 а1
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,

k
kf pG m p p

RT p


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  (10) 

где в  — коэффициент сопротивления вы-
хлопной линии; k — показатель адиабаты; аp  — 
давление РС на выходе. 

Объединяя уравнения (8) и (10) с помощью 
функции Хэвисайда Φ(х), запишем 

    1 2 2
1 м м 11

н м

fG m p p p p
RT

     


 

       
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k
kf p p p p p

RT p



       
  (11) 

Учитывая уравнения (1), (2), (4)–(7), (9), (11) 
и предположение о том, что деформацией гео-
метрических параметров ПМ в точке позицио-
нирования можно пренебречь, получаем мо-
дель для расчета динамических характеристик с 
учетом волновых процессов 
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   

    


 (12) 

где 0V  — начальный объем оболочки. 
Сравним результаты моделирования по мо-

дели (12) и модели, не учитывающей волновые 
процессы. Во втором случае скоростью тече-
ния РС внутри ПМ и временем передачи вол-
ны давления можно пренебречь, т. е. 

  2 20 1            .p p p p  
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Тогда модель (12) принимает вид 
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(13)

 

Для моделирования динамических характе-
ристик использованы следующие основные па-
раметры: R = 287 Дж/(кгК); k = 1,4; м 293 К;T  
c = 340 м/c; м 0,5 МПа;p  а 0,1 МПа;p  
 = 0,03. Моделирование проведено для двух 
типоразмеров ПМ производства компании 
FESTO: DMSP-10 0(D 10 мм, 1  d  8 мм, 
  н в    18)  при длине оболочки 0 1 мL  и 
DMSP-40 0(D  40 мм, 1  d  16 мм,   н в    18)  
при 0 1 и 5 мм.L  Так как при моделировании 

принята малая длина подводящих линий, ди-
намика трубопровода не учитывалась. 

Рассмотрены два случая изменения давления 
РС на входе ПМ: 

• скачкообразное (дискретное управление); 
• по некоторому закону (пропорциональное 

управление). 
Результаты моделирования изменения дав-

ления в конце ПМ DMSP-10 при скачкообраз-
ном изменении давления на входе в оболочку 
длиной L0 = 1 м приведены на рис. 3, а. Видно, 
что погрешность расчета по модели (13) может 
достигать 40 % как при опустошении оболочки, 
так и при ее наполнении. 

Результаты моделирования для ПМ DMSP-40 
с оболочкой длиной L0 = 1 м показаны на 
рис. 3, б. Анализ полученных графиков позволя-
ет заключить, что при большем диаметре обо-
лочки наблюдается уменьшение колебаний, но 
погрешность может достигать 30 %. 

 

 
Рис. 3 (начало). Изменение во времени t давления РС p2 в конце оболочки при ее наполнении (слева)  

и опустошении (справа) для различных ПМ: 
а — ПМ DMSP-10 при длине L0 = 1 м; б — ПМ DMSP-40 при длине L0 = 1 м; 

1 и 2 — результаты расчета по модели (12) и (13) 
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Для оценки влияния волновых процессов 
РС на изменение давления в конце оболочки 
ПМ большой длины получены аналогичные 
графики для типоразмера DMSP-40 с оболоч-
кой длиной L0 = 5 м, приведенные на рис. 3, в. 
Видно, что с возрастанием длины ПМ влияние 
колебаний будет уменьшаться. Погрешность 
расчета по модели (13) составила 18 %. 

Исследуем, как влияют характеристики ПМ 
на характер изменения давления внутри ПМ. 
Рассмотрим подачу переменного давления пи-
тания, которое описывается уравнением 

            
м0 а

м аsin 2 1 ,
2 2

p pp nt p  

где м0p  — начальное давление в магистрали; 
n  — частота срабатывания клапана. 

Результаты расчета изменения давления в 
конце оболочки ПМ в точке позиционирования 
для частоты срабатывания клапанов n = 15 
и 22 Гц приведены на рис. 4, а и б. 

Видно, что характеристики, полученные пу-
тем расчета по модели (13), также не отражают 
реальные процессы изменения давления РС, 

 
Рис. 3 (окончание). Изменение во времени t давления РС p2 в конце оболочки при ее наполнении (слева)  

и опустошении (справа) для различных ПМ: 
в — ПМ DMSP-40 при длине L0 = 5 м; 

1 и 2 — результаты расчета по модели (12) и (13) 

           
Рис. 4. Изменение во времени t давления РС p2 в конце оболочки ПМ DMSP-10 длиной L0 = 4 м  

при частоте срабатывания клапанов n = 15 (а) и 22 Гц (б): 
1 и 2 — результаты расчета по модели (12) и (13) 
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что может повлиять на качество проектируе-
мой позиционной системы. Погрешность в не-
которых случаях будет достигать 110 %. 

Выводы 
1. Разработана модель расчета динамических 

характеристик ПМ с учетом волновых процес-
сов, позволяющая оценивать происходящие в 
оболочке процессы точнее, чем при моделиро-
вании по классическим уравнениям наполне-

ния и опустошения. Модель справедлива для 
приводов с дискретным и пропорциональным 
управлением. 

2. Разработанная модель позволит при со-
здании позиционных и следящих систем с ши-
ротно-импульсной модуляцией исключить не-
желательные частоты управления пневмоаппа-
ратуры. 

3. Предложенная модель поможет повысить 
качество проектирования позиционных систем, 
построенных на базе ПМ. 
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