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Актуальность исследования обусловлена широким применением процессов вытяжки 
при изготовлении авиационных деталей методами обработки металлов давлением. 
Проблема исследования связана с оценкой предельного состояния тонкостенных из-
делий при упругопластическом деформировании с учетом нелинейной пластичности, 
больших деформаций и сжимаемости материала. Рассмотрена методика определения 
предельного коэффициента глубокой вытяжки тонкостенных осесимметричных дета-
лей из плоской листовой заготовки с учетом нелинейного закона упрочнения и изме-
нения толщины заготовки. Решение задачи получено с применением деформацион-
ной теории пластичности. Численная методика построена на основании метода пере-
менных параметров упругости и диаграмм предельных деформаций (FLD-диаграмм) 
для оценки напряженно-деформированного состояния заготовки и прогнозирования 
ее разрушения. По результатам исследования проведен анализ деформированного со-
стояния заготовки на различных этапах нагружения с использованием FLD-диа-
грамм, построенных на основе кривых предельных деформаций Хилла — Свифта и 
Сторена — Райса. Результаты применения численной методики при оценке допусти-
мых коэффициентов вытяжки показали хорошую согласованность со справочными 
данными. 
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Widespread use of the drawing processes in manufacture of the aviation parts using the 
metal forming methods substantiates the relevance of this study The research problem is re-
lated to assessing the thin-walled product limit state during elastoplastic deformation, tak-
ing into account the material nonlinear plasticity, large deformations and compressibility. 
The paper cosiders a method for determining the deep drawing limit coefficient of the thin-
walled axisymmetric parts from a flat sheet workpiece, taking into account the nonlinear 
law of hardening and the workpiece thickness alteration. The problem is solved using the 
deformation theory of plasticity. Numerical methodology is based on the method of variable 
elastic parameters and the forming limit diagrams (FLD) to assess the workpiece stress-
strain state and predict its destruction. Based on the research results, the workpiece de-
formed state was analyzed at various stages of loading with FLD diagrams, Hill-Swift and 
Storen-Rice limit deformation curves. Results of applying the numerical methodology in as-
sessing the upper and lower levels of permissible drawing coefficients showed good agree-
ment with the reference data. 
EDN: WSAQFV, https://elibrary/wsaqfv 
Keywords: FLD diagram, nonlinear plasticity, deep drawing, axisymmetric shell, method of 
variable elastic parameters, limit deformations 

Современное развитие машиностроения связа-
но с разработкой подходов к оценке предельно-
го состояния заготовок деталей в процессе их 
формоизменения. Широкое внедрение в об-
ласть авиастроения получили процессы листо-
вой штамповки, среди которых самым распро-
страненным является вытяжка. 

Анализ предельного состояния заготовки 
этого процесса построен на оценке предельного 
коэффициента глубокой вытяжки, который 
позволяет прогнозировать разрушение заго-
товки. Очагом деформации в случае вытяжки 
является фланец заготовки, который находится 
в условиях двухосного напряженного состоя-
ния, что позволяет использовать диаграмму 
предельных деформаций (FLD-диаграмму) для 
оценки предельного состояния заготовки [1–3]. 
Особенность FLD-диаграмм заключается в том, 
что она отражает момент шейкообразования, 
сопровождающийся пластическим разрушени-
ем [4]. 

FLD-диаграмму можно представить в виде 
кривой, связывающей значения главных де-
формаций, действующих в плоскости листа в 
момент локализованного образования шейки 
[1–3]. Наибольшие главные деформации рас-
тяжения 1e  откладывают по оси ординат, а 
наименьшие главные деформации 2e  — по оси 
абсцисс. 

FLD-диаграммы чаще всего используют в 
программных комплексах, проводящих вычис-
ления на основании конечно-элементных мето-
дов, реже — при реализации численно-анали-
тических методов. Это обусловлено тем, что 
большая часть аналитических и численно-

аналитических методов, применяемых при ис-
следовании процессов штамповки, дает воз-
можность определять картину напряженного 
состояния в процессе деформирования, но не 
позволяет получить картину деформированно-
го состояния [4–7]. 

Цель исследования — разработка методики 
определения предельных технологических воз-
можностей глубокой вытяжки, основанной на 
использовании FLD-диаграмм и метода пере-
менных параметров упругости с учетом нели-
нейной пластичности, сжимаемости материала 
и изменения толщины. 

Методика основана на применении метода 
переменных параметров упругости при расче-
те напряженно-деформированного состояния 
(НДС) и на дальнейшем анализе деформиро-
ванного состояния с использованием FLD-
диаграмм. 

Достоинством метода переменных парамет-
ров упругости [8, 9] является возможность опре-
делять как поле напряжений, так и поле дефор-
маций в процессе упругопластического дефор-
мирования при нелинейном законе упрочнения. 

 
Исходная система уравнений, граничные 
условия. Рассмотрим процесс глубокой вытяж-
ки для детали, представляющей собой про-
странственную осесимметричную оболочку, 
получаемую в процессе формоизменения из 
плоской круглой заготовки. Наибольшие де-
формации испытывает фланец заготовки, нахо-
дящийся в контакте с прижимным кольцом, 
плоским торцом матрицы и скругленным реб-
ром в процессе деформирования [6], изобра-
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женный на рис. 1, где P  — действующая 
нагрузка; пr  — радиус скругления ребра пуан-
сона; ρ  — радиальная координата рассматри-
ваемого элемента заготовки в процессе дефор-
мирования (координата Эйлера);   и   — 
радиальные и окружные напряжения; трF  — 
сила трения; R  — радиус края фланца заготов-
ки в процессе деформирования; Q  — усилие 
прижима согласно данным справочной литера-
туры; 0R  — исходный радиус заготовки; мr  — 
радиус скругления ребра матрицы. 

При разработке методики расчета процесса 
вытяжки приняты следующие допущения: 

• описание НДС будем строить на основании 
соотношений деформационной теории пла-
стичности; 

• мера деформации — логарифмическая де-
формация; 

• взаимосвязь интенсивностей напряжений 
и деформаций определяется согласно гипотезе 
единой кривой [9]; 

• в случае параллельного расположения 
плоскости матрицы и прижима, считаем, что 
вследствие интенсивного утолщения краевой 
части фланца заготовки в процессе деформиро-
вания усилие прижима распределено не по всей 
плоскости фланца, а сосредоточено на некото-
ром кольцевом участке, граничащем с краем 
заготовки (см. рис. 1); отсюда следует, что нор-
мальные напряжения, вызываемые усилием 
прижима, не действуют на основную часть 
фланца; как показано в работе [6], усилие при-
жима сравнительно невелико и даже на части 
фланца не может создать нормальных напря-

жений, соизмеримых с пределом текучести; 
следовательно, при вытяжке с прижимом до-
пускаем, что напряжения по толщине заготов-
ки на фланце равны нулю и схема напряженно-
го состояния двухосная; 

• вследствие более интенсивного утолщения 
краевой части заготовки, считаем, что силы 
трения тр ,F  вызванные действием прижима, 
сосредоточены у краевой части фланца; это 
позволяет приближенно учесть влияние сил 
трения во фланце в граничных условиях. 

Для осесимметричного двухосного напря-
женного состояния уравнение равновесия 
фланца с учетом изменения толщины заготовки 
имеет вид [4, 10] 

    


  
 

,d s s
d

  (1) 

где s — переменная по радиусу толщина фланца. 
Уравнение совместности логарифмических 

деформаций в координатах Эйлера для осесим-
метричного деформированного состояния 
фланца запишем как [11] 
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.
e ede
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  (2) 

Здесь e  и e  — логарифмические радиальные 
и окружные деформации, 

 
 ln ;e
r

   
 ln ,de

dr
 

где r  — радиальная координата элемента заго-
товки до деформирования (координата Ла-
гранжа). 

 
Рис. 1. Схема глубокой осесимметричной вытяжки 
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Вследствие изменения толщины заготовки в 
процессе формоизменения логарифмическая 
деформация по толщине ее фланца определяет-
ся выражением 
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где 0S  — толщина заготовки до деформирова-
ния. 

Применяя метод переменных параметров 
упругости, представим физические уравнения 
для двухосного напряженного состояния при 
упругопластическом деформировании в следу-
ющем виде: 
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Здесь  ,E    — переменные параметры упруго-
сти [9], 
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где секE  — секущий модуль,  сек i iE e  ( i  и 
ie  — интенсивность напряжений и логарифми-

ческих деформаций);   — коэффициент Пуас-
сона; Е  — модуль упругости первого рода. 

С учетом того, что в процессе вытяжки ме-
талл преимущественно находится в пластиче-
ском состоянии, зависимость между интен-
сивностями напряжений и логарифмических 
деформаций в области пластического дефор-
мирования можно представить как 
   ,n

i iKe   (6) 

где ,K  n  — константы степенной аппроксима-
ции диаграммы деформирования материала, 
определяемые его механическими характери-
стиками. 

Согласно критерию Губера — Мизеса [5], 
условие пластичности для плоского напряжен-
ного состояния имеет вид 

           2 2 .i T  

Граничные условия на наружном крае флан-
ца заготовки в процессе деформирования с уче-
том усилия прижима и трения можно записать 
как [5, 6] 
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где тр1f  — коэффициент трения между поверх-
ностями фланца заготовки и матрицы, фланца 
заготовки и прижима; RS  — толщина края 
фланца заготовки в процессе деформирования. 

Согласно экспериментальным данным, ми-
нимальное усилие прижима для исключения 
гофрообразования на фланце при вытяжке ци-
линдрических деталей определяется как [5, 6] 
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где вk  — степень вытяжки,   в 0 0 00,5 ;k R r S  
maxP  — максимальное усилие. 

Согласно данным работы [6], для прибли-
женной оценки максимальное усилие 

     max 0 0 в в2 1 .P r S k  

Построение численной методики расчета на 
основании метода переменных параметров 
упругости требует применения интегральных 
уравнений равновесия и совместности лога-
рифмических деформаций. Представляя урав-
нение (1) в виде линейного дифференциального 
уравнения первой степени и решая его методом 
Бернулли с учетом граничных условий (7), по-
лучаем 
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Соотношение (8) является интегральным 
уравнением равновесия фланца заготовки в 
напряжениях с учетом изменения толщины за-
готовки в процессе глубокой вытяжки. Анало-
гично решая дифференциальное уравнение (2) 
методом Бернулли при граничных условиях (7), 
имеем 
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Учитывая физические уравнения (4), пред-
ставим соотношение (9) в виде 
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Формула (10) представляет собой инте-
гральное уравнение совместности деформаций 
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в напряжениях. Отметим, что в работах [4, 10] 
соотношения, аналогичные (8) и (10), получены 
при условии несжимаемости материала. 

 
Итерационная схема расчета НДС фланца за-
готовки при глубокой вытяжке. Расчет НДС 
фланца заготовки при глубокой вытяжке про-
ведем методом переменных параметров упруго-
сти, поэтапно перемещая наружный край 
фланца, что характеризует изменение границы 
интегрирования: 
     1 ,j jR R R  

где j — номер этапа нагружения; R  — вели-
чина изменения радиуса наружного края флан-
ца на каждом этапе нагружения. 

В начальном приближении   0
0 .R R  На 

каждом этапе нагружения определяем НДС 
фланца заготовки. Расчет распределения 
напряжений и деформаций фланца заготовки 
проводим по рекуррентной схеме согласно 
численной методике [12] с использованием 
уравнений (8) и (10) при известном положе-
нии наружного края заготовки  jR и радиаль-
ном напряжении на наружном крае 

     тр1 ( ).j jj
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С помощью уравнения (10) определяем 

окружные напряжения 
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где k — номер итерации. 
Численное интегрирование проводим от 

 jR  до 0r , где 0r  — внутренний радиус матри-
цы. 

Используя уравнение (8), определяем ради-
альные напряжения 
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На основании картины напряженного со-
стояния рассчитываем деформации фланца за-
готовки с помощью физических уравнений (4): 
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С помощью уравнения (3) вычисляем тол-
щину фланца заготовки в процессе деформиро-
вания 

      0 exp .kk
zS S e  

Интенсивности напряжений и логарифми-
ческих деформаций в k-м приближении опре-
деляем по следующим выражениям: 
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Основываясь на аппроксимации диаграммы 
деформирования материала (6), получаем се-
кущий модуль 
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С помощью этого выражения  
сек

kE  и соот-
ношений (5) уточняем переменные параметры 
упругости 
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Условие окончания итерационного процесса 
запишем как 
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где i  — заданная точность расчета. 
При достижении заданной точности расчета, 

уточняем значения радиальных и окружных 
напряжений в деформируемой заготовке на реб-
ре матрицы с учетом изгиба, трения и спрямле-
ния по методике, изложенной в работе [6]. 

Согласно этой методике, влияние изгиба на 
ребре матрицы можно учесть поправкой, на 
которую увеличивается радиальное напряже-
ние в зоне изгиба [6] (рис. 2) [5]: 
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1 м 1
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где 1M  — изгибающий момент, действующий в 
меридиональном сечении при изгибе; 1S  — 
толщина заготовки в точке сопряжения ребра 
матрицы с плоской частью. 

В работе [13] показано, что в случае описа-
ния пластических свойств металла степенной 



8 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #7(772) 2024 

функцией, изгибающий момент определяется 
уравнением 

 
           

2
1

1
1

2 1 .
2 2 2

n n

М

SM K
n r S

  (11)
 
 

Влияние трения на ребре матрицы можно 
приближенно учесть множителем  тр2exp ,f  
где тр2f  — коэффициент трения между поверх-
ностями заготовки и матрицы на ребре матри-
цы;   — угол охвата до исследуемого элемента 
на ребре матрицы. В этом случае напряжение 
заготовки на ребре матрицы   будет зависеть 
от угла охвата ,  связанного с радиальной ко-
ординатой ρ выражением 

    0 м

м
arcsin .r r

r
 

При сходе с ребра матрицы происходит 
распрямление заготовки, что приводит к уве-
личению радиальных напряжений на величину 
[4, 10] 

   


2

2 м 2
,

2
M

S r S
 

где 2S  — толщина заготовки в точке сопряже-
ния ребра матрицы со стенкой вытянутой ци-
линдрической частью заготовки; 2M  — изги-
бающий момент, действующий при спрямлении 
заготовки, определяемый по формуле, анало-
гичной формуле (11), с учетом изменения тол-
щины: 

 
           

2
2

2
2

2 1 .
2 2 2

n n

M

SM K
n r S

  

Таким образом, с учетом всех поправок по-
лучаем: 

• при        0 1 0 м2r S r r  

   
 

      

1

1 м 1 2
M

S r S
 

         
0 м

тр2
м

exp arcsin ;r rf
r

 (12) 

• при    0 1 2 ,r S     2  

   
 

      
max

1

1 м 1 2
M

S r S
 

  
     

2
тр2

2 м 2
exp ,

2 2
Mf

S r S
 

где  max  — максимальные радиальные напря-
жения в области вытянутой цилиндрической 
части заготовки.  

Зная напряжение  max ,  усилие на j-м этапе 
определяем как 

         maxв 0 2 22 2 .jP r S S  

Поскольку в области схода заготовки с ребра 
матрицы напряженное состояние заготовки 
можно рассматривать как одноосное, окружные 
напряжения в этой области будут изменяться 
от некоторого текущего значения до нуля [4, 
10]. Допуская, что изменение окружных 
напряжений описывается линейной зависимо-
стью от угла, запишем [4, 10] 

  
       

0 м

м

21 arcsin .r r
r

  (13) 

Уравнения (12) и (13) определяют радиаль-
ные и окружные напряжения в деформируемой 
заготовке на ребре матрицы с учетом изгиба, 
трения и спрямления. Зная напряжения и ис-
пользуя физические уравнения (4), можно 
определить соответствующие деформации. 

 
Построение диаграмм предельных деформа-
ций. Для построения FLD-диаграмм будем ис-
пользовать теоретические методы, основанные 
на критериях предельного деформирования. 
Все эти критерии связаны с анализом деформа-
ций, соответствующих началу шейкообразова-
ния в процессе формоизменения и дальнейше-
му развитию шейки. 

Обычно при построении моделей шейкооб-
разования используют диффузионный крите-
рий Свифта (Swift) [14] и локальный критерий 
Хилла (Hill) [15]. Диффузионный критерий 
Свифта получен в предположении, что суще-
ствует максимальное усилие нагружения, при 
котором начинает образовываться рассеянная 
шейка, а критерий локализации Хилла — что 
существует максимальное главное напряже-
ние, при котором появляется локальная шейка 
[14, 15]. 

 
Рис. 2. Схема заготовки на ребре матрицы 
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В работах [16, 17] приведены уравнения, 
позволяющие определить набор точек для по-
строения кривых Свифта и Хилла с помощью 
FLD-диаграмм с различными показателями 
степенного закона упрочнения: 

• при 2 0e  

 
     

     
     

      

3
1 2 1 1 1 2

2 2
2 1 1 2 1 1 2

4 2 3 2 2

2 3 2 2 2

e n e e e n e e

e e e n e e e e
  

      3
1 1 22 2 2 0;e n e e  (14) 

• при 2 0e  

   1 2 0.e e n   (15) 

В большинстве случаев для построения диа-
грамм предельных деформаций используют 
комбинацию двух критериев и определяют как 
диаграмму Хилла — Свифта [16]. Критерий 
Свифта применяют для положительного зна-
чения 2e  — уравнение (14), а критерий Хил-
ла — для отрицательного значения 2e  — урав-
нение (15) [16]. 

Кроме того, Сторен (Storen) и Райс (Rice) 
предложили другой подход, основанный на 
бифуркационном анализе силового равновесия 
в области образования шейки [18]. Аналогич-
ный подход к решению задачи расчета предель-
ных деформаций использовал А.С. Чумадин [1, 
19, 20]. 

В работах [16, 17] также приведены уравне-
ния, позволяющие определить набор точек для 
построения FLD-диаграммы Сторена — Райса: 

      2 2
1 2 1 21 22 2e e e e e e  

     2 2
1 2 22 3 0.n e e e  (16) 

Согласно результатам исследования [21], для 
удовлетворения уравнения (6) должно выпол-
няться условие 

  ш ,n e  

где шe  — логарифмическая деформация, соот-
ветствующая моменту шейкообразования при 
испытании материала на разрыв. 

Соответственно, для более точного построе-
ния FLD-диаграмм по формулам (14)–(16) необ-
ходимо провести испытания на разрыв листово-
го металла и определить деформацию, соответ-
ствующую моменту шейкообразования ш.e  

 
Определение технологических возможностей 
при вытяжке. Если имеются точные данные о 
временном сопротивлении материала в ,  де-

формации материала в момент шейкообразова-
ния, то кривую упрочнения можно представить 
с помощью приближенной формулы Холломо-
на [5, 21, 22] 

     ш
ш ш ,e

S S ie e  

где    ш в шexp .S e  
Тогда коэффициенты, входящие в состав 

уравнения (6), определяются как 

    шв ш шexp ,eK e e  ш .n e  

Для заданного положения наружного края R 
заготовки, итерационно рассчитывают НДС 
точек фланца заготовки на текущем этапе де-
формирования. Затем, давая малое приращение 
наружного края заготовки, проводят повтор-
ный расчет НДС фланца заготовки для следу-
ющего этапа нагружения. Численный расчет 
происходит до момента, когда  0 .R r  Так как 
построение FLD-диаграмм требует использова-
ния деформаций, действующих в плоскости 
листа, принято   1,e e   2e e . 

Диаграмма предельных деформаций матери-
ала ВТ1-1 [23] и распределение главных дефор-
маций фланца при коэффициенте вытяжки 

в 0, 48m  для различных этапов нагружения 
без учета изменения напряжений на ребре мат-
рицы приведена на рис. 3, а. Деформированное 
состояние фланца заготовки при различных 
положениях наружного края показано пунк-
тирными линиями. 

Согласно результатам расчета (см. рис. 3, а), 
на определенном этапе формоизменения ли-
нии, описывающие деформированное состоя-
ние заготовки, пересекают кривую Хилла — 
Свифта, но не доходят до кривой Сторена — 
Райса. Это означает, что при коэффициенте вы-
тяжки в 0, 48m  соответствующий процесс ре-
ализуем по критерию Сторена — Райса, но со-
гласно критерию Хилла — Свифта произойдет 
разрушение заготовки. 

Результаты расчета процесса вытяжки при 
тех же условиях, но с учетом трения, изгиба и 
спрямления заготовки приведены на рис. 3, б. 
Видно, что уже на втором этапе нагружения 
линии, описывающие картину деформаций 
фланца заготовки, пересекают обе кривые пре-
дельных деформаций. Это означает, что при 
данных условиях нагружения процесс вытяжки 
не осуществим. 

Для исключения перехода заготовки в пре-
дельное состояние необходимо, изменяя коэф-
фициент вытяжки, добиться такого результата, 
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чтобы кривые, характеризующие деформиро-
ванное состояние фланца, не пересекали снача-
ла кривую Сторена — Райса, а затем кривую 
Хилла — Свифта. Таким образом, получаем 
минимальный и максимальный допустимые 
коэффициенты вытяжки. 

Результаты исследования деформированного 
состояния фланца заготовки при вытяжке с ми-
нимальным значением коэффициента в 0,52m  
для 0 1S мм, 0 192R  мм, 0 100r  мм, 

тр1 0,25f  и различных стадий нагружения 
приведены на рис. 4. Видно, что все точки, ха-

рактеризующие деформированное состояние 
исследуемой области, не пересекают кривую 
Сторена — Райса. 

Изменение деформированного состояния 
фланца заготовки в процессе вытяжки с макси-
мальным значением коэффициента в 0,62m  
показано на рис. 5. Видно, что все точки, описы-
вающие деформированное состояние фланца 
заготовки, не пересекают кривую Хилла — 
Свифта. 

Таким образом, согласно расчетам, допусти-
мые коэффициенты вытяжки заготовки из мате-

 
Рис. 4. Результаты исследования деформированного 

состояния фланца заготовки при вытяжке  
с минимальным значением коэффициента в 0,52m  

для 0 1S мм, 0 192R  мм, 0 100r  мм, тр1 0,25f   
и различных стадий нагружения: 

1 и 2 — кривые предельных деформаций Хилла — Свифта 
и Сторена — Райса соответственно;  

3–12 — кривые деформирования фланца заготовки  
при положении наружного края R = 184, 176, 168, 160, 144, 

136, 128, 120 и 112 мм соответственно 

 
Рис. 5. Результаты исследования деформированного 

состояния фланца заготовки при вытяжке  
с максимальным значением коэффициента 
в 0,62m  для 0 1S мм, 0 160R  мм, 0 100r  мм, 

тр1 0,25f  и различных стадий нагружения: 
1 и 2 — кривые предельных деформаций Хилла — Свифта 

и Сторена — Райса соответственно; 3–12 — кривые 
деформирования фланца заготовки при положении 
наружного края R = 155, 150145, 140, 135, 130, 125,  

120, 115 и 110 мм соответственно 

            
Рис. 3. Результаты исследования деформированного состояния фланца заготовки без учета (а)  

и с учетом (б) изменения напряжений на ребре матрицы при вытяжке с коэффициентом в 0,48m   
для 0 1S  мм, 0 210R  мм, 0 100r  мм, тр1 0,25f  и различных стадий нагружения: 
1 и 2 — кривые предельных деформаций Хилла — Свифта и Сторена — Райса соответственно;  

3–12 — кривые деформирования фланца заготовки при положении наружного края R = 200, 190, 180,  
170, 160, 150, 140, 130, 120 и 110 мм соответственно 
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риала ВТ1-1 лежат в диапазоне в 0,52...0,62,m  
что хорошо согласуется со справочными данны-
ми [23, 24]. 

Выводы 
1. Предложена численная методика расчета 

НДС тонкостенных заготовок в процессе фор-
моизменения при вытяжке. Применяемый с 
помощью итерационных процедур метод пе-
ременных параметров упругости позволяет 
учесть нелинейный закон упрочнения в стадии 
пластичности, а также трение на фланце заго-

товки, изгиб, трение и спрямление на ребре 
матрицы. 

2. Результаты численных расчетов дают воз-
можность оценить деформированное состояние 
заготовки в процессе вытяжки при различных 
значениях коэффициента вытяжки и на осно-
вании анализа FLD-диаграмм c применением 
кривых Хилла — Свифта и Сторена — Райса 
получить значения коэффициентов вытяжки, 
позволяющих оценить верхний и нижний пре-
делы технологических возможностей процесса 
глубокой вытяжки на этапе предварительного 
проектирования. 
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