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В современном металлообрабатывающем оборудовании одним из основных элементов 
является шпиндельный узел, который представляет собой вал, установленный на под-
шипниковых опорах, что позволяет рассматривать его в виде дискретных моделей с со-
средоточенными массами, учитывая податливость вала. Описан способ оценки дина-
мического качества шпинделя. Приведены результаты аналитического расчета, числен-
ного моделирования и экспериментального исследования с использованием стенда, и 
прибора вибродиагностики, где вал установлен на двух радиальных подшипниках каче-
ния, который поделен на восемь сплошных цилиндрических участков и один участок со 
шпоночным пазом. Получены качественные и количественные характеристики, дана 
оценка динамического качества вала и определена погрешность вычислений приме-
ненных методов расчета. Проверка адекватности предложенного способа оценки дина-
мического качества шпинделя показала удовлетворительную сходимость (15…18 %), 
что позволяет его использовать как для готового изделия, так и для проектирования. 
EDN: UTPDYA, https://elibrary/utpdya 
Ключевые слова: шпиндельный узел, динамическая модель, собственная частота, 
момент инерции 

Spindle assembly appears to be one of the main elements in modern metalworking equip-
ment. It is a shaft mounted on the bearing supports, which allows its consideration in the 
form of a discrete model with the concentrated masses, taking into account the shaft com-
pliance. The paper describes a method for assessing the spindle dynamic quality. It presents 
results of analytical computation, numerical simulation and experimental confirmation us-
ing a stand and the vibration diagnostic device. The shaft is mounted on two radial rolling 
bearings and divided into eight solid cylindrical sections and one section with a keyway. 
Qualitative and quantitative characteristics are obtained, the shaft dynamic quality is as-
sessed, and the computation error in the applied computation methods is provided. Check-
ing the proposed method adequacy for assessing the dynamic quality showed satisfactory 
convergence (15...18%), which allows its use both for a finished product and in design. 
EDN: UTPDYA, https://elibrary/utpdya 
Keywords: spindle assembly, dynamic model, natural frequency, moment of inertia 

Динамические характеристики валов. Упро-
щенные методики оценки динамических харак-
теристик [1–3], как правило, основаны на ис-
следовании динамики одномерных систем, поз-
воляющих рассматривать их как упругие 
объекты с распределенной массой и бесконеч-
ным числом степеней свободы, описываемых 

дифференциальными уравнениями в частных 
производных [4]. 

Вместе с тем разработаны различные методы 
дискретизации, которые дают возможность 
свести реальную систему вала к системе с ко-
нечным числом степеней свободы. Наиболее 
общим приемом дискретизации систем с рас-
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пределенными параметрами является метод 
конечных элементов. 

Между тем в реальных системах наряду с 
крутильными колебаниями возникают колеба-
ния инерционных масс в поперечном и про-
дольном (по отношению к осям валов) направ-
лениях вследствие деформации валов и под-
шипниковых опор, и для более полной оценки 
их динамического качества требуется рассмот-
рение с увеличенным количеством обобщенных 
координат [5]. 

Цель статьи — разработка методики оценки 
динамического качества представленного в ви-
де вала шпинделя, учитывающей в динамиче-
ской модели совместное действие крутильных и 
поперечных колебаний. 

Вал в механической системе передает крутя-
щий момент от элемента V, воспринимающего 
нагрузку, к элементу Р, передающему нагрузку 
на рабочий орган. В динамических моделях вала 
при крутильных колебаниях его распределенную 
массу приводят к сосредоточенным, а вал пред-
ставляют в виде безмассового стержня, на кон-
цах которого установлены диски с моментами 
инерции, равными пр

VJ  и пр
PJ  соответственно [6]. 

Для прямолинейного стержня длиной l при 
кручении можно записать 

 ( ) / ,f z z l   (1) 

где f  — аппроксимирующая функция; z — 
угол закручивания сечения. 

При произвольных значениях углов закру-
чивания на концах стержня 1  и 2  элементы 
матриц жесткости ijC  и инерции ijA  с учетом 
формулы (1) вычисляют из выражений для по-
тенциальной и кинетической энергии дефор-
мации [7]: 
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где G  — модуль сдвига; VJ  и PJ  — моменты 
инерции воспринимающего и передающего ки-
нематических элементов;   — момент инер-
ции элемента. 

Конечный элемент вала с V и P при кру-
тильных колебаниях получают путем наложе-
ния (ансамблирования) матриц сопрягаемых 
конечных элементов. При этом суммируют ко-

эффициенты масс сосредоточенных и распре-
деленных моментов инерции, соответствующие 
одной и той же паре перемещений [8]. 

Элементы динамической системы (2) ис-
пользованы в программном комплексе по рас-
чету крутильных колебаний станочных приво-
дов [9–11]. 

Чтобы представить вал на опорах как конеч-
ный элемент привода, необходимо свести его 
структуру к двум узловым точкам, соединен-
ным между собой и с неподвижным основани-
ем. Так как в узловых точках происходит сты-
ковка вала с другими элементами привода, в 
качестве узловых целесообразно принять точки 
установки на валу элементов V и P. 

Конструктивные схемы основных типов ва-
лов — двух- и одноконсольного, применяемых в 
шпиндельных узлах, приведены на рис. 1, а и б. 

Динамическая модель (расчетная схема) ва-
ла при поперечных и крутильных колебаниях 
(рис. 2) получает вид дискретной системы с 
четырьмя координатами. В приближенных 
динамических расчетах вала с элементами V и 
P при крутильных и поперечных колебаниях 
распределенную массу вала приводят к сосре-
доточенным массам, установленным в точ-
ках V и P. 

 

 
Рис. 1. Конструктивные схемы двух- (а) 

 и одноконсольного (б) валов 

 
Рис. 2. Динамическая модель вала 

 в двумерных системах 
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Вал, представляют в виде безмассового упру-
гого стержня с распределенным моментом 
инерции, по концам которого установлены 
диски с приведенными массами и моментами 
инерции. Упругие опоры вала моделируют в 
виде пружин, соединяющих центры дисков с 
основанием (заделкой). 

Для определения динамических характери-
стик вала используют уравнение движения 
         , q q qM B C Q  

где ,M B  и C  — матрица масс, демпфирования 
и жесткости системы соответственно; q  — 
обобщенные координаты; Q  — обобщенная 
сила. 

Для расчета выбран вал (рис. 3), используе-
мый в экспериментальном стенде. 

Для определения динамического качества 
вала применяют три характеристики: степень 
удаления собственных частот от рабочего диа-
пазона частот возмущающих воздействий, ко-
эффициент динамичности по перемещениям в 
точках V и P при гармоническом воздействии 
на вал в этих же точках и уровень вибрации 
опор при номинальной нагрузке. 

Расчет динамических характеристик системы 
и оценку ее динамического качества выполняют 
с применением метода модального анализа. 

 
Определение динамических характеристик 
системы вала. Расчет приведенных к узловым 
точкам масс Vm  и Pm  выполнен по формулам 
для двухопорных балок (рис. 4.). 

В одноконсольной балке (рис. 4, а) приведен-
ная масса Vm  в пролете длиной l (см. рис. 1, б)  
с учетом массы воспринимающего элемента VM  
[4] имеет вид 
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где 0im  — погонная масса участка вала l; a  и 
b  — длина участков приведенных масс вала. 

Аналогично определяется приведенная мас-
са Pm  с использованием коэффициента 
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где 1l  — длина пролетного участка приведен-
ных масс вала; c  — длина участка приведенных 
масс вала. 

При поперечных колебаниях матрица инер-
ции вала 
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Для конечного элемента вала с двумя узло-
выми точками матрица инерции как элемент 
крутильной системы имеет вид 

  
/3 /6

,
/6 /3

V

P

j
A

j
 


 

  
    

 

где Vj  и Pj  — сосредоточенные моменты инер-
ции воспринимающего и передающего кинема-
тических элементов. 

Вал как элемент упругой крутильной систе-
мы привода обладает на участке, нагруженном 
крутящим моментом, жесткостью C  и коэф-
фициентом рассеяния энергии φψ . Податливо-
сти вала определяются следующими соотноше-
ниями: 

• на сплошных участках 
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Рис. 4. Расчетные схемы одно- (а)  
и бесконсольной (б) балок 

 
Рис. 3. Конструктивная схема вала 
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• на участке соединения вал — ступица 
(шпоночного соединения) 
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где i — номер стержня; id  — диаметр i-го 
стержня; шпd  — диаметр стержня со шпоноч-
ным соединением; h  — высота шпоночного 
паза; шп.пz  — количество шпоночных пазов. 

На участке, нагруженном крутящим момен-
том, жесткость вала 
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Для расчета крутильных колебаний опреде-
ляют эквивалентное демпфирование 
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где  i  и  вс  — коэффициент рассеяния 
энергии на сплошных участках и участке со 
шпонкой соответственно. 

Расчетная схема вала представлена как жест-
кая балка (рис. 5), к которой последовательно 
прикладываются единичные силовые воздей-
ствия в точках V и P. 

При приложении поочередно единичных 
нагрузок VM  и PM  в точках V и P в опорах 
возникают реакции ,AVR  ,BVR  ,APR  ,BPR  а в 
подшипниковых опорах — деформации 
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где 1x  —  расстояние от воспринимающей ча-
сти вала до опоры; 2x  — расстояние от опоры 
до передающей части вала; 5x  — межопорное 
расстояние. 

Опоры вала, выполненные на подшипниках 
качения, обладают нелинейными упругими ха-
рактеристиками. 

В опорах качения упругие смещения скла-
дываются из контактных сближений тел каче-
ния и колец r  и контактных деформаций по-
садочных поверхностей вал — кольцо и коль-
цо — корпус  .r  Жесткость подшипников Aj  и 

Bj  определяется выражением [12] 
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где P  — грузоподъемность подшипника. 
Для подшипников среднего размера (диа-

метром d = 40…100 мм) 

    1 ,r K P  

где 1K  — коэффициент, определяемый из 
табл. 1;   — номинальный угол контакта под-
шипника. 

При отсутствии расчетных данных можно 
принять  0,7 rP C  даН, где rC  — динамическая 

 
Рис. 5. Расчетные схемы: 

а — жесткого вала на упругих опорах;  
б — положения оси жесткого вала при единичном воздействии в точке V 
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радиальная грузоподъемность подшипника, 
определяемая по каталогу. 

При умеренных нагрузках контактная де-
формация 

        
2 вн

вн к н

4 1 ,r
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d b D

 

где 2 0,005...0,025K  мм3/даН (меньшие значе-
ния принимают при повышенной точности из-
готовления отверстий и диаметра вала); внd  и 

нD  — диаметр внутреннего и наружного коль-
ца соответственно; кb  — ширина колец. 

Приведение этих деформаций к точкам V и 
P выполняют с помощью геометрических по-
строений и аналитических зависимостей. Схема 
положения оси вала при действии единичной 
нагрузки в точке V приведена на рис. 5, б. 

В результате преобразований получаем сле-
дующие выражения: 
   1 51 / ;OVV AV BV BVx x       

   2 51 / ;OPV AV BV BVx x       

   2 51 / ;OPP AP BP BPx x       

   1 51 / .OVP AP BP BPx x       

Чтобы рассчитать поперечную изгибную по-
датливость вала, необходимо определить его 
осевые моменты инерции на участках вала (в 
пролете, на консолях). Если на пролете есть два 
участка разного сечения, моменты инерции ко-
торых различаются на 10…30 %, то пролет 
можно заменить балкой с постоянным момен-
том инерции, определяемым по формуле, ука-
занной в работе [13]. 

Поперечные перемещения упругой оси вала 
в точках установки элементов V и P определяют 
с помощью коэффициентов влияния податли-
вости. Для двухопорной балки (см. рис. 1, б) 
изгибные податливости определяются следую-
щими выражениями: 
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где E  — модуль Юнга; 1J  и 2J  — осевые мо-
менты инерции сечения. 

Результирующие податливости упругой си-
стемы вала, приведенные к точкам V и P, опре-
деляются суммированием изгибных и приве-
денных опорных податливостей: 
    11 ;VV OVVe  
    22 ;PP OPPe  
     12 21 ,VP OVPe e  
где 11e  и 22e  — результирующая податливость в 
точке V и P соответственно; 12e  — взаимная 
податливость. 

В двухмассовой системе (см. рис. 2) матрицу 
жесткости находят из выражения для потенци-
альной энергии при поперечных деформациях 
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Сравнивая элементы матрицы (3) и резуль-
тирующие податливости, получают 
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Составление уравнений движения и опреде-
ление собственных значений системы вала. 
Для составления уравнений движения опреде-
ляют выражения для кинетической T  и потен-
циальной П  энергии системы в соответствии с 
динамической моделью (см. рис. 3): 

Таблица 1 
Значения коэффициента 1K  

Тип подшипника 1K   

Радиальный шарикоподшипник   3(0,7 0,002 ) 10d  2/3 

Двухрядный радиальный шарикоподшипник   3(0,42 0,0012 ) 10d  1 

Конический роликоподшипник 3(0,52/ ) 10d   1 

Радиальный роликоподшипник 3(0,65/ ) 10d   1 

Двухрядный радиальный роликоподшипник 3(0,39/ ) 10d   1 
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      2 2 2 22 ;  V P V PV P V PT m x m x J J   (4) 

         2 2 222П V P PV V PV P VC x C x C x x C  

       2 2 .V PPC C  (5) 

Уравнения (4) и (5) позволяют рассматри-
вать поперечные и крутильные колебания в от-
дельности. 

Собственные частоты и формы поперечных 
колебаний вала определяют из однородного 
уравнения движения его консервативной си-
стемы 
   0,AX CX   (6) 

где А  — матрица инерции; X  и X  — векторы 
ускорений и перемещений масс. 

Решение уравнения (6) ищут в виде 
   1 1sin( );X A t      2 2 sin( ),X A t   (7) 

где 1 2, ,A A    и   — амплитуды, частота и 
начальная фаза колебаний соответственно; t  — 
время. 

После подстановки выражения (6) в форму-
лу (7) получаем следующую алгебраическую 
систему относительно амплитуд колебаний 1A  
и 2 :A  

 
 

 
  

   

2
11 1 12 2

2
21 1 22 2

0;
0,

V

P

C m A C A
C A C m A

  (8) 

где 11,C  12 ,C  21,C  22C  — элементы матрицы 
жесткости С. 

Из выражения (8) по условию вырожденно-
сти системы составляют частотное уравнение. 
Решая его, определяют корни 2

01  и 2
02  (кото-

рые должны быть положительными). 
Собственные частоты поперечных колеба-

ний вала   0 /2 .i if  Индексы частот должны 
соответствовать условию 1 2 .f f  Для сравне-
ния с 1f  и 2f  вычисляем парциальные частоты 

 1п 11 ;Vf C m     2п 22 .Pf C m  

После подстановки  10  и  20  в выраже-
ния (7) запишем соотношения амплитуд коле-
баний масс на этих частотах 

  21 21 11A A ;      22 22 12 ,A A  

где 

 


   1
2

11 0
21

12
;VC m

C
   


   2

2
11 0

22
12

.VC m
C

 

По выражениям (4) и (5) аналогично попе-
речным колебаниям вала матрицы инерции и 
жесткости крутильной системы вала получаем 

 

 


 

 
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 
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3 6
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.

V

P

J
A

J
C C

C
C C

  (9) 

Для свободного упругого вала с двумя инер-
ционными массами из выражения (9) опреде-
ляем одно значение частоты крутильных коле-
баний 
  кр 1/ 1/ .V PC J J     (10) 

Результирующие матрицы жесткости и 
инерции вала (см. рис. 3) имеют следующий 
вид: 
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Расчет амплитудно-частотных характеристик 
вала. Для расчета динамической системы вала 
при поперечных колебаниях использован метод 
модального анализа. 

Передаточная функция динамической си-
стемы вала в изображениях по Лапласу есть от-
ношение выходной координаты динамической 
системы iq  к входной :jQ  

    ( )
( )

i
ij

j

q pW p
Q p

 

 
2

2
1

2
0

0 0

,
1 2 1

ik jk

k
k k

H H

k
k

A A

p p


                   

  (11) 

где p  — оператор Лапласа; ikHA  и jkHA  — эле-
менты матрицы, соответствующие частотам k; 
k  — относительный модальный коэффициент 
рассеяния энергии на k-й частоте, в упрощен-
ных расчетах для поперечных колебаний 

0 /4 ,ik     для крутильных /4 .k M     
При отсутствии связности поперечных и 

крутильных колебаний в системе вала по фор-
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муле (11) рассчитываются четыре передаточные 
функции , ,VV VP HVW W W  и .PPW  

Комплексная величина виброперемещения 
i-й точки вала в поперечном направлении 
определяется выражением 
 ( ) ( ).i ij jq p W F p   (12) 

Здесь ( )jF p  — внешнее воздействие в точке j, 

 ( ) cos ,j jAF p F pt  

где jAF  — амплитудное значение. 
При одновременном внешнем воздействии в 

двух точках системы рассчитанные по выраже-
нию (12) виброперемещения суммируются. 
Действительное значение амплитуды вибропе-
ремещения вычисляется как 
  2 2( ) ( ) ( ).iAq p U p V p   (13) 

Здесь 
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
2
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1 4

j
k k
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где kK  — модальная податливость, kK   
2
0 ;ik jk kH HA A   kz  — расстройка частот, 

 0/ .kkz p   
Комплексная величина угловых вибропере-

мещений i-й точки вала определяется выраже-
нием 
 ( ) ( ),i ij jq p W T p   (14) 

где ( )jT p  — внешнее воздействие в точке j, 
( ) cosjj AT p T pt  ( jAT  — амплитудное значение 

крутящего момента). 
Чтобы найти действительные значения ам-

плитуд виброперемещений, необходимо ис-
пользовать зависимость (14), в которой внеш-
нее воздействие jAF  следует заменить на jAT . 

 
Анализ динамических характеристик вала. 
Для оценки динамических характеристик 
шпиндельного узла применены следующие по-
казатели динамического качества: степень уда-
ления собственных частот от рабочего диапазо-
на частот возмущающих воздействий и коэф-
фициент динамичности по перемещениям в 
точках V и P при гармоническом воздействии 
на шпиндельный узел. 

Степень удаления собственных частот от ра-
бочего диапазона частот возмущающих воздей-

ствий оценивают с помощью резонансных ча-
стотных полос возмущающих воздействий. Для 
каждой частоты Brf  из заданного спектра рабо-
чих частот (например, по частоте rn  вращения 
вала /60),Br rf n  которую принимают в каче-
стве спектра возмущающих воздействий, опре-
деляют их резонансные полосы. С точностью до 
10 % рекомендуется вычислять резонансную 
полосу  rf  в диапазоне 

   0,7 1,3 .Br r Brf f f  

Далее сравнивают собственные частоты вала 
0kf  с частотами из резонансной полосы. Для 

собственных частот, попавших в резонансную 
полосу, вычисляют коэффициент отношения 
частот 
  0 .rk k rB BK f f  

Близость к резонансу в пределах 70…100 % 
определяют с помощью коэффициента 
    (1 1 ) 100 %.rk rkD BK K  

Динамическое качество вала оценивают пу-
тем сравнения коэффициента rkDK  [14] с неко-
торыми нормативными значениями или зна-
чениями, выбираемыми из следующих диапа-
зонов: 

•   0,75rkDK  — удовлетворительное; 
•  0,75  0,8rkDK  — плохое; 
•   0,8rkDK  — недопустимое. 
Действительные амплитуды перемещений 

точек вычисляют с помощью выражений (13) в 
диапазоне частот возмущающих воздействий 

min max...p p , где min 0,p   с некоторым шагом, 
например  10p  1/с. В этот диапазон частот 
должны входить конкретные задаваемые часто-
ты. В качестве таких частот могут быть заданы 
частота вращения вала, частота вращения сепа-
ратора подшипника и др. 

Значения амплитуд перемещений при за-
данных частотах BrA  сравнивают с амплитудой 
статического смещения 0A  (при min 0p ). Та-
ким образом, коэффициент динамичности 

 0/ .BrD BrK A A  

Вычисленные значения коэффициентов ди-
намичности сравнивают с некоторыми норма-
тивными значениями [15]. 

Спектр частот измеряли на специальном 
экспериментальном стенде (рис. 6) с использо-
ванием виброметра «Корсар +» при частоте 
3000 мин–1. Результаты полученных измерений 
приведены в табл. 2. 
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Для расчета динамических характеристик 
используемый в экспериментальном стенде вал 
(рис. 1, б) устанавливали на радиальные шари-
коподшипники со следующими элементами: 
шкивом V ременной передачи и расположен-
ным между опорами диском P (см. рис. 3). 

Исходные данные: d1 = 9 мм, d2 = 12 мм, d3 = 
= 18 мм, d4 = 20 мм, d5 = 15 мм, d6 = 10 мм, dшп = 
= 12 мм. Длины участков: L1 = 21 мм, L2 = 10 мм, 
L3 = 9 мм, L4 = 61 мм, Lшп = 15, L7 = 5 мм; L8 = 
= 11 мм, L9 = 12 мм. Размеры шпоночного со-
единения: ширина поперечного сечения шпон-
ки b = 4 мм; высота поперечного сечения 

шпонки H = 4 мм; глубина паза на валу t1 = 
= 25 мм; глубина паза во втулке t2 = 3,3 мм; дли-
на шпоночного паза на валу Lшп.п = 20 мм. Вал 
содержит восемь цилиндрических участков и 
один участок со шпонкой. 

Матрицы жесткости и инерции поперечных 
сил имеют вид 

 
 

  
 

п
0,063 0

;
0 4, 463

A   

  
 

   

6 5

п 5 6

1,884·10 4, 449·10
.

4, 449·10 1,884·10
С  

С помощью характеристических уравнений 
(8) и (10) определены собственные частоты по-
перечных и крутильных колебаний: f1 = 82,1 Гц 
и f2 = 868,6 Гц. 

 
Рис. 6. Внешний вид экспериментального стенда  

и виброметра 
  

Таблица 2 
Значения частот колебаний опор 

Опора 
Частота колебаний, Гц 

вертикальных поперечных 

Передняя 85,00 9,85 
95,15 19,50 

169,70 49,70 
Задняя 51,80 25,00 

102,70 52,47 
182,50 183,60 

   

 
Рис. 7. Результаты определения собственных частот в среде SolidWorks Simulation 

Таблица 3 
Результаты сравнения собственных частот 

Вид исследования Собственная частота, Гц  Погрешность, % 

Эксперимент 95,15 – 
Аналитический расчет 82,18 15 
Численный расчет 116,15 18 
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Для проверки адекватности предложенного 
способа оценки динамического качества вала 
выполнен численный расчет в модуле Simula-
tion программного комплекса SolidWorks 
(рис. 7), а также сравнительный анализ полу-
ченных собственных частот, попадающих в ре-
зонансную полосу. Анализ результатов анали-
тического и численного расчетов в сравнении с 
экспериментальными данными показал, что 

допустимые отклонения находятся в пределах 
15…18 % (табл. 3). 

Выводы 
Предложен метод, позволяющий оценивать 

динамическое качество шпиндельного узла при 
создании новых и при совершенствовании су-
ществующих конструкций. 
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