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Механические передачи с некруглыми зубчатыми колесами вызывают интерес иссле-
дователей, изобретателей и инженеров благодаря компактности и реализации широ-
кого спектра передаточных функций. Выполнен кинематический анализ планетарной 
передачи с овальными зубчатыми колесами, которая в зависимости от их размеров 
позволяет получать различные виды движения выходного вала: возвратно-враща-
тельное, прерывистое и одностороннее неравномерное вращательное. Предложена 
кинематическая модель механизма, определен закон движения в виде аналога скоро-
сти и функции положения выходного звена. Разработан экспериментальный стенд 
для планетарной передачи, на базе которого исследованы четыре варианта механизма 
с различными кинематическими параметрами. Построена функция положения путем 
измерения углов поворота входного и выходного валов механизма с помощью абсо-
лютных энкодеров. Результаты статистического анализа ошибок измерения свиде-
тельствуют об адекватности построенной кинематической модели, что позволяет ее 
использовать при динамических, силовых исследованиях и проектировании машин 
на базе предложенной планетарной передачи. 
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Researchers, inventors and engineers are interested in mechanical transmissions with the 
non-circular gearwheels due to their significant compactness and implementation of a wide 
range of the transmission functions. The paper presents kinematic analysis of a planetary 
transmission with the oval gearwheels, which, depending on the gearwheels’ size, allows for 
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various types of the output shaft motion, i.e. reciprocating, intermittent and one-way une-
ven rotation. It proposes the mechanism kinematic model and determines the law of motion 
as an analogue of the speed and position function of the output link. An experimental stand 
was designed and developed for the proposed planetary transmission. Four options of the 
mechanism with different kinematic parameters were studied on its basis. The position 
function was constructed by measuring rotation angles of the mechanism input and output 
shafts using the absolute encoders. Results of the measurement error statistical analysis in-
dicate adequacy of the constructed kinematic model allowing it to be introduced in dynamic 
force studies and design of machines based on the proposed planetary transmission. 
EDN: HZWKZJ, https://elibrary/hzwkzj 
Keywords: planetary mechanism, oval gearwheels, kinematic analysis, position function, 
statistical analysis, measurement uncertainty 

Механизмы с некруглыми зубчатыми колесами 
известны давно. Одно из первых упоминаний о 
таких передачах встречается в труде часового 
мастера Джованни Донди (1330–1388 гг.), кото-
рый использовал некруглые колеса при проек-
тировании астрариума, моделирующего сол-
нечную систему [1]. 

Несмотря на компактность некруглых колес 
по сравнению с рычажными механизмами и 
возможность реализации широкого спектра пе-
редаточных функций, их практическое внедре-
ние и экспериментальные исследования долгое 
время были затруднены из-за узкой специализа-
ции таких механизмов, сложности и высокой 
стоимости изготовления. 

В настоящее время наблюдается повышение 
интереса исследователей [2–6] к устройствам с 
некруглыми зубчатыми колесами вследствие 
развития технологий механической обработки 
и аддитивного производства, а также приклад-
ных пакетов математического моделирования. 

Принято считать, что механизмы с некруг-
лыми зубчатыми колесами служат для передачи 
вращательного движения между параллельны-
ми осями с переменным отношением угловых 
скоростей [7]. Таким передачам посвящено 
большое количество исследований. Так, разра-
ботано высокоэффективное устройство для 
разделывания кальмаров [8]. Предложен меха-
низм с некруглыми колесами для оптимизации 
работы кривошипного пресса [9, 10]. Исследо-
вана многоступенчатая передача эллиптиче-
скими зубчатыми колесами для синтеза функ-
ций неравномерного вращения выходного вала 
[11]. 

Использование некруглых колес в механиз-
мах с неподвижными осями вращения позволя-
ет получать лишь одностороннее неравномер-
ное вращательное движение, что ограничивает 
область их применения. Планетарные механиз-

мы (планетарные передачи — ПП) обладают 
более широкими возможностями для реализа-
ции сложных видов движения рабочих орга-
нов. Создание приводов на их основе позволит 
разработать и внедрить более эффективные и 
компактные машины для различных отраслей 
промышленности. 

Цель работы — кинематический анализ ПП с 
двумя внешними зацеплениями, имеющей в сво-
ем составе овальные зубчатые колеса и реализу-
ющей различные виды движений выходного ва-
ла: одностороннее неравномерное вращатель-
ное, возвратно-вращательное и прерывистое. 

 
Кинематическая модель исследуемой ПП. Рас-
смотрим расчетную схему ПП с двумя парами 
овальных зубчатых колес (рис. 1). 

 
Рис. 1. Расчетная схема ПП: 

1 — водило; 2 — вал сателлита; 3 — овальное зубчатое 
колесо на выходном валу; 4 — солнечное овальное колесо; 

5, 6 — овальные зубчатые колеса сателлита;  
A, C, E — вращательные кинематические пары;  

B, D — зубчатые кинематические пары 
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Согласно расчетной схеме, аналог угловой 
скорости выходного вала определяется выра-
жением [12] 
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где 3  и 1  — угловые скорости выходного и 
входного валов; Dv  и Cv  — линейные скорости 
точек D и С. 

Для определения расстояний BD, BC и DE 
необходимо рассмотреть уравнение овала в по-
лярных координатах [13, 14] 
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где   — угол поворота от большой полуоси; 
a  — большая полуось исходного эллипса; e  — 
эксцентриситет исходного эллипса, от которого 
образован овал [13, 14]. 

Обозначим радиусы зацепления овальных 
зубчатых колес 5 и 6 следующим образом: 
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Здесь 1e  и 2e  — эксцентриситеты для каждой 
пары овальных зубчатых колес; 6  и 5  — уг-
лы поворота овальных зубчатых колес 6 и 5, 
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где 1  — угол поворота входного вала. 
В соответствии с рис. 1 и учетом принятых 

обозначений (3) и (4) длины отрезков в урав-
нении (1) определяются следующими выраже-
ниями: 
   6 5 ;BD   (7) 

   2 ;AC EC a   (8) 

  62 .DE a   (9) 

С учетом формул (2)–(9) вычисляем аналог 
угловой скорости выходного вала исследуемой 
ПП 
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Угол поворота выходного вала, определяю-
щий функцию положения ПП, рассчитываем 

путем интегрирования выражения (10) по углу 
поворота входного вала: 

     3 1 3 1( ) .d   (11) 

Таким образом, уравнение (11) позволяет 
получить расчетную функцию положения ис-
следуемой ПП. 

Частным случаем ПП является замена одной 
из пар овальных зубчатых колес на цилиндри-
ческие. При исследовании кинематики соответ-
ствующие функции радиусов этих колес заме-
няют числовыми значениями. 

В качестве примера исследованы ПП с раз-
личными кинематическими параметрами. Пара 
овальных колес 3–6 остается неизменной и 
имеет эксцентриситет e = 0,2. Для пары зубча-
тых колес 4–5 рассмотрены следующие четыре 
варианта: 

1) овальные колеса, e = 0,2; 
2) цилиндрические колеса, их радиусы R5 = 

= 25 мм, R4 = 25 мм; 
3) цилиндрические колеса, R5 = 20 мм, R4 = 

= 30 мм; 
4) цилиндрические колеса, R5 = 18 мм, R4 = 

= 32 мм. 
С помощью формулы (11) построена функ-

ция положения выходного вала для четырех 
вариантов ПП (рис. 2). 

Как видно из графиков, изменение размеров 
зубчатых колес позволяет получить различные 
виды движения выходного вала: возвратно-
вращательное (варианты 1 и 2), прерывистое 
(вариант 3) и одностороннее неравномерное 
вращательное (вариант 4). 

 
Рис. 2. Зависимости угла поворота выходного  

вала 3  от угла поворота входного вала 1   
для первого (1), второго (2), третьего (3)  

и четвертого (4) вариантов ПП 
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Анализ функций положения исследуемых ва-
риантов ПП. Проведенный кинематический 
анализ показал возможность изменения кине-
матических характеристик и законов движения 
выходного звена ПП путем вариации геометри-
ческих размеров цилиндрических и овальных 
зубчатых колес. В целях проверки адекватности 
построенной кинематической модели и ее 
дальнейшего использования при динамиче-
ском, силовом анализе и проектировании ма-
шин на базе исследуемой передачи проведем 
экспериментальное исследование кинематики 
на примере анализа функции положения. 

Объектом экспериментального исследова-
ния являлся прототип ПП, детали которого 
(рис. 3) изготовлены как методами механиче-
ской обработки (валы для обеспечения соосно-
сти выполнены из стали 45), так и с помощью 
аддитивных технологий (корпус ПП, крепления 
для датчиков выполнены из PETG-пластика). 

Измерительная часть стенда содержит абсо-
лютные энкодеры для измерения углов поворо-
та входного и выходного валов, краткие харак-
теристики которых приведены в табл. 1. 

Сигнал от датчиков обрабатывается кон-
троллером, выполняющим функцию аналого-
цифрового преобразователя, а затем передается 
на персональный компьютер. Принципиальная 
схема и внешний вид экспериментального 
стенда показаны на рис. 4. 

Исследование функции положения прово-
дили путем измерения углов поворота входного 
и выходного валов для четырех вариантов ПП. 
Анализ полученных данных и статистическую 
обработку выполняли в системе компьютерной 
математики MathCAD. 

Схемы ПП и результаты теоретического и 
экспериментального исследований функции по-
ложения первого, второго, третьего и четвертого 
вариантов ПП приведены на рис. 5, а–г. 

Как видно из графиков, измеренные функ-
ции положения для всех вариантов ПП адек-
ватны построенной кинематической модели. 
Проведем статистический анализ ошибок изме-
рения функции положения для более детальной 
оценки результатов эксперимента. 

Среднее значение ошибок измерения [15–17] 
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где n — количество независимых наблюдений qk.  
Выборочная дисперсия 
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Дисперсия среднего значения 
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Стандартная неопределенность измерений 
по типу А 
  2( ) ( ).u q s q   (15) 

Применяя уравнения (12)–(15) к результа-
там экспериментального исследования и при-
нимая за значения kq  ошибки измерения 
функций положения, получаем значения не-
определенности измерения для каждого из ва-
риантов ПП. Результаты статистического ана-
лиза ошибок измерения — количество измере-
ний n, средняя ошибка измерения q  и 

 
Рис. 3. Внешний вид деталей исследуемого 

прототипа 

Таблица 1 
Характеристики абсолютных энкодеров 

Параметр Значение 

Разрешение, град ~0,088 
Линейность, % 0,3 
Скорость чтения, мс 0,6 
Выходной сигнал, В 0…5 
Диаметр, мм 22 
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неопределенность измерения ( )u q  — для четы-
рех вариантов ПП приведены в табл. 2. 

Большая средняя ошибка для первого и тре-
тьего вариантов ПП может указывать на неточ-
ность изготовления экспериментального об-

разца. Анализ результатов эксперимента пока-
зал адекватность построенной математической 
модели кинематики реальной ПП. 

При уровне достоверности 95 % довери-
тельный интервал ошибки измерения, опреде-

 

 
Рис. 4. Принципиальная схема (а) и внешний вид (б) экспериментального стенда: 

1 — персональный компьютер; 2 — контроллер; 3, 7 — датчики угла поворота;  
4 и 6 — входной и выходной вал; 5 — корпус ПП 

 
Рис. 5. Схемы ПП (слева) и результаты теоретического ( ) и экспериментального ( ) исследования  

функции положения (справа) для первого (а), второго (б), третьего (в) и четвертого (г) вариантов ПП 
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ляемый как 2 ,q u  для первого варианта ПП 
составил  0,777 0,360 , для второго — 

 0,035 0,080 , для третьего —  1,280 0,220 ,  
для четвертого —   0,540 0,300 . 

Выводы 
1. Проведено исследование ПП с овальными 

зубчатыми колесами, позволяющей при опреде-
ленных размерах колес реализовывать различ-
ные виды движения выходного вала: односто-
роннее неравномерное вращательное, прерыви-
стое и возвратно-вращательное. Предлагаемые 

варианты ПП можно использовать в приводах 
различных технологичных машин. По сравне-
нию с рычажными механизмами ПП характери-
зуются компактностью и легкостью в уравнове-
шивании. 

2. Построена кинематическая модель ПП, 
позволившая получить закон движения выход-
ного вала ПП: функцию положения, аналогов 
угловых скорости и ускорения. Анализ вариан-
тов ПП с различными параметрами зубчатых 
колес показал реализуемость требуемых пере-
даточных функций и видов движения выходно-
го вала. 

3. Экспериментальное исследование функ-
ции положения выходного вала для четырех 
вариантов ПП с различными передаточными 
функциями подтвердило адекватность постро-
енной кинематической модели реальной ПП, 
вследствие чего ее можно использовать при 
дальнейшем динамическом и силовом анализе 
приводов на базе рассмотренной ПП. Стати-
стический анализ позволил вычислить неопре-
деленность измерения функции положения и 
определить доверительные интервалы для из-
меренных величин. 
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