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Идее использования планетарных механизмов с некруглыми центральными зубчаты-
ми колесами и плавающими сателлитами в гидромашинах более ста лет. Однако до 
настоящего времени отсутствовало точное решение задачи профилирования некруг-
лых зубчатых венцов центральных колес. Их синтез, в отличие от большинства при-
меняемых на практике плоских зубчатых механизмов, нельзя провести на базе теоре-
мы Виллиса, он требует использования теоремы Аронгольда — Кеннеди. Разработан 
уточненный метод проектирования рассмотренных механизмов, который включает в 
себя следующие этапы: расчет траекторий центров производящего сателлита в систе-
мах координат, связанных с каждым из центральных колес, вычисление угловых по-
ложений этого сателлита и графическое построение профилей некруглых колес как 
огибающих производящего сателлита. Предложенный метод обеспечивает благопри-
ятные условия передачи движения и отсутствие интерференции зубьев в любых по-
ложениях механизма. Метод достаточно прост и может быть использован широким 
кругом инженеров-проектировщиков. 
EDN: QGWECG, https://elibrary/qgwecg 
Ключевые слова: планетарная роторная гидромашина, плавающие сателлиты, не-
круглые зубчатые колеса, теорема Аронгольда — Кеннеди 

The idea of using a planetary train with the non-circular central gearwheels and floating 
pinions in a hydraulic machine is circulating for more than a hundred years. However, until 
now any exact solution to the problem of profiling the central wheel of a non-circular gear-
wheel is missing. Unlike most flat gearwheels used in practice, their synthesis could not be 
carried out based on the Willis theorem. It requires introduction of the Arongold-Kennedy 
theorem. The paper proposes an adjusted method in designing mechanisms under consid-
eration. It includes the following stages: computing trajectories of the generating pinion 
center in the coordinate systems associated with each of the central wheels; computing the 
pinion angular positions; graphical construction of the non-circular wheels’ profiles envel-
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oping the generating pinion. The proposed method ensures favorable conditions for trans-
ferring motion and absence of the teeth interference in any position of the mechanism. The 
method is fairly simple and could be used by a wide range of the design engineers. 
EDN: QGWECG, https://elibrary/qgwecg 
Keywords: planetary rotary hydraulic machine, floating pinions, non-circular gearwheels, 
Arongold-Kennedy theorem 

Зубчатые передачи с круглыми колесами имеют 
широкую область применения, а методы их 
проектирования подробно изучены. Передачи с 
некруглыми зубчатыми колесами тоже получи-
ли определенное распространение, а их иссле-
дованию, в том числе касающемуся геометриче-
ского проектирования, посвящены работы 
многих авторов [1–7]. 

Однако все упомянутые зубчатые механиз-
мы характеризуются фиксированным межосе-
вым расстоянием. В особую группу зубчатых 
механизмов следует выделить планетарные ро-
торные гидравлические машины (ПРГМ) [8–
13], схема одной из таких ПРГМ приведена на 
рис. 1. В ПРГМ центральные колеса — солнеч-
ная шестерня 1 и эпицикл 2 — выполнены вол-
нообразными, а сателлиты 3 — плавающими. 
Так как центроиды этих колес не являются 
окружностями постоянного радиуса, расстоя-
ние между центральной осью ПРГМ и центра-
ми сателлитов циклически изменяется. 

До настоящего времени в силу трудностей 
изготовления некруглых зубчатых звеньев 
ПРГМ почти не производились и оставались 
малоизученными. В частности, пока не получи-
ла окончательного решения задача профилиро-
вания некруглых зубчатых венцов центральных 
колес ПРГМ. Разработанные ранее методы ре-
шения этой задачи [8, 14–16] требовали повы-
шенного зазора в зацеплениях, либо не обеспе-
чивали форму зубьев, необходимую для благо-
приятной передачи движения на всех участках 
центральных колес. 

Цель работы — рассмотреть причины за-
труднений, возникающих при синтезе профи-
лей некруглых колес ПРГМ, и разработать ме-
тод их проектирования, устраняющий отме-
ченные недостатки. 

 
Особенность синтеза механизма ПРГМ. Осо-
бенность задачи синтеза некруглых зубчатых 
колес планетарных механизмов с плавающими 
сателлитами становится понятной, если обра-
титься к теореме Аронгольда — Кеннеди [17] о 
трех центрах вращения. Согласно этой теореме, 
мгновенный центр относительного вращения 
первого и второго тел лежит на линии, которая 
соединяет точки, являющиеся их мгновенными 
центрами вращения относительно третьего тела. 

Из теоремы Аронгольда — Кеннеди следует, 
что у зубчатых передач с круглыми колесами 
полюс зацепления лежит на прямой, проходя-
щей через оси вращения этих колес относи-
тельно стойки. Это следствие распространяется 
на передачи с некруглыми колесами при фик-
сированном межосевом расстоянии и на плане-
тарные механизмы, имеющие водило или мни-
мое водило с постоянным межосевым расстоя-
нием. 

На упомянутом следствии основана теорема 
Виллиса, часто называемая [18] основной тео-
ремой зацепления. Согласно этой теореме, по-
люс, лежащий на межосевой прямой, делит ее 
на отрезки, отношение которых пропорцио-
нально передаточному отношению. 

Для рассматриваемых планетарных меха-
низмов ПРГМ с плавающими сателлитами из 
теоремы Аронгольда — Кеннеди следует, что на 
одной прямой должны лежать мгновенный 
центр относительного вращения центральных 
колес 12Р  и полюсы  зацеплений сателлита с 
солнечной шестерней 1 13Р  и эпициклом 2 23Р  
(рис. 2). В общем случае центральная точка С3 
номинально круглого сателлита смещена отно-
сительно этой прямой. 

Параметры контуров зубчатых венцов, обес-
печивающие движение механизма, варьируют-
ся в широком диапазоне. Задача геометриче-
ского синтеза звеньев ПРГМ имеет несколько 

 
Рис. 1. Схема ПРГМ 
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вариантов решения. Обеспечивая рабочие 
функции механизма, необходимо удовлетво-
рить требования к качеству зубчатых зацепле-
ний. При этом методика проектирования 
ПРГМ должна быть достаточно простой и до-
ступной для наиболее широкого круга пользо-
вателей. 

Синтез механизма ПРГМ следует начинать с 
задания траекторий V1 и V2 центральной точки 
сателлита С3 в его движении относительно 
каждого из центральных колес. Желательно, 
чтобы форма зубьев некруглого звена, образуе-
мого обкаткой производящей шестерни (в рас-
сматриваемом случае сателлита) приближалась 
к той, которую имело бы соответствующее 
круглое колесо. Для этого центроида некругло-
го звена должна располагаться на определен-
ном расчетном расстоянии от центровой траек-
тории производящей шестерни, т. е. быть ее 
эквидистантой. 

Внешние зубья более чувствительны к 
нарушению указанного условия эквидистант-
ности, поэтому целесообразно обеспечить его 
выполнение при синтезе солнечной шестерни. 
Полюс зацепления 13Р  следует разместить на 
пересечении прямой С1С3 с центроидой W3. Это 
параметрическое требование присутствует во 
всех рассматриваемых вариантах синтеза меха-
низмов ПРГМ. 

Вариант 0. Центроида эпицикла 0
2 ,W  как и 

центроида солнечной шестерни 1,W  является 
эквидистантой центровой траектории 0А

2V  
производящей шестерни (см. рис. 2). Замечаем, 
что расположение полюса 23Р  в точке 0

23Р  пере-
сечения центроиды 0

3W  с прямой С2С3 проти-
воречит теореме Аронгольда — Кеннеди и ве-
дет к нарушению условий сборки планетарного 
механизма (рис. 3). ПРГМ, выполненные по ва-
рианту 0, могут работать только с большими 
радиальными зазорами в зацеплениях. 

Вариант А. Центр сателлита (см. рис. 2) 
остается в точке 0А

3С  пересечения траекторий 
0А

1 2 ,V V  а центр кривизны траектории 0А
2V  ле-

жит в точке А
2
0 .С  Тогда полюс зацепления са-

теллита с эпициклом А
23Р  (согласно теореме 

 
Рис. 3. Модель ошибки положения сателлита  

в схеме ПРГМ, построенной по варианту 0 

 
Рис. 2. Схема расположения мгновенных центров относительного вращения в механизме ПРГМ: 
12 ,Р  13,Р  23Р  — мгновенные центры относительного вращения звеньев; 1,W  2 ,W  3W  — центроиды звеньев;  
С1, С2, С3 — расчетные центры кривизны центроид; 1V  и 2V  — расчетные траектории центральной точки  

сателлита С3 в его движении относительно звеньев 1 и 2; верхние индексы «0», «А», «В» параметров  
соответствуют вариантам синтеза механизма 
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Аронгольда — Кеннеди) расположен на пересе-
чении прямых 0А 0А

2 3С С  и 0А
12 13 .Р Р  Точка А

23Р  и, 
соответственно, новая центроида сателлита 

А
3 ,W  находятся далеко от расчетной центроиды 

сателлита 0
3 ,W  поэтому получаемые в результа-

те обкатки зубья эпицикла на определенных 
участках его венца соответствуют очень боль-
шим (Х2 = +10 и более) значениям коэффици-
ента смещения инструмента (рис. 4). 

В работах [16, 19] показано, что на внутрен-
них зубьях такие коэффициенты смещения 
реализуемы, но получающиеся при этом боль-
шие углы зацепления (35…40°) нежелательны 
в ПРГМ. 

Вариант В. Этот вариант синтеза преду-
сматривает возможность того, что в процессе 
работы механизма центр плавающего сателлита 

В
3С  смещается (см. рис. 2) по траектории 1V  от-

носительно своего положения 0
3С  на пересече-

нии расчетных траекторий 0A
1 2 .V V  При этом 

межосевое расстояние В
12 3Р С  увеличивается на 

величину а, а центроида В
2W  отодвигается от 

центроиды 0
2W  на некоторое расстояние . 

Полюс зацепления сателлита с солнечной 
шестерней переходит в точку В

13 ,Р  а полюс 
В В
23 2Р Х  (в соответствии с теоремой Аронголь-

да — Кеннеди) занимает свое положение на 
прямой В

12 13 .Р Р  Расстояние  значительно 
меньше расстояния 0 А

2 2W W  между центроида-
ми, соответствующего синтезу по варианту А. 
Поэтому значение коэффициента смещения 
инструмента В

2Х  не столь велико, и профиль 
зубьев эпицикла в процессе обкатки сателлита 
окажется подходящим для ПРГМ. 

Заметим, что синтез ПРГМ по варианту 0 
требует наличия суммарного радиального зазо-
ра в двух зацеплениях, соответствующего вели-
чине а, получаемой по варианту В. 

 
Алгоритмы синтеза. Первые этапы предлагае-
мого метода синтеза механизма ПРГМ по вари-

анту В совпадают с таковыми для вариантов 0 
и А, разработанными в статьях [15, 16]. Для 
удобства сравнения будем рассматривать тот 
же численный пример, что в этих статьях. 

На первом этапе проектирования некруг-
лых колес планетарного механизма ПРГМ для 
каждого из вариантов синтеза задаем числа 
волн солнечной шестерни M и эпицикла N. 
В примере, приведенном на рис. 1, М = 2; N = 3. 
Выбираем числа зубьев солнечной шестерни z1 
и эпицикла z2, соблюдая условие сборки 

 z1 = СM;   z2= СN, 

где С — целое число. 
В данном примере z1 = 40; z2 = 60, а число 

зубьев сателлита z3 = 10. 
Выбираем параметры прототипа проектиру-

емого рабочего механизма гидромашины — 
исходного, расчетного круглозвенного плане-
тарного механизма. В рассматриваемом приме-
ре коэффициенты смещения инструмента 
Х1 = 0; Х2 = 0,6; Х3 = 0,3; модуль зубьев сателлита 
m = 1; межосевое расстояние аw = 25,288m. 

На втором этапе проектирования некруг-
лых колес планетарного механизма ПРГМ 
(для всех вариантов) задаем циклическую 
функцию ( ),F  которая при выбранном сдвиге 
по аргументу является четной. Она характери-
зует расчетные траектории центра сателлита в 
системах координат, связанных с солнечной 
шестерней и эпициклом: 

        1 1 0 11 ;r kF Mr   (1) 

        2 2 0 21 ,r kF Nr   (2) 

где 1r  и 2r  — радиус-векторы траекторий цен-
тра сателлита; 1  и 2  — текущие углы пово-
рота мнимого водила в полярных координатах, 
связанных с соответствующими звеньями; 0r  — 
радиус расчетной окружности (в которую вы-
рождаются обе траектории при  0),k  0 ;wr а  
k  — коэффициент некруглости траекторий. 

В рассматриваемом примере использована 
гармоническая функция:   ( ) cosF  с коэф-
фициентом неравномерности  0,155:k  

 
 
 

  
  

1 0 1

2 0 2

1 cos ;
1 cos .

r k M
r k N

r
r

 

На третьем этапе проектирования не-
круглых колес планетарного механизма ПРГМ 
вычисляем углы поворота сателлита относи-
тельно солнечной шестерни с1  и эпицикла  
с2  для множества положений центра сателли-

 
Рис. 4. Модель профилей звеньев рассматриваемой 

ПРГМ, построенных по варианту А 
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та на траектории, заданной уравнением (1) или 
(2). Здесь и далее угловые параметры, относя-
щиеся к сателлиту, обозначены индексом «с». 
Расчеты выполняем по выражению 

       
 

1(2)
с1(2) 1(2)

3 0

11 z
z r

 

      


    
2 2

1 1(2) 1 1(2)
0

,r r d   (3) 

где   1 1(2)r  — производная соответствующей 
функции  1 1r  или  2 2 ;r  1(2)  — коэффици-
ент, учитывающий изменение длины центровой 
траектории относительно длины центровой 
окружности исходного круглозвенного меха-
низма, 

 
     



 


0
1(2) 2

2 2
1 1(2) 1 1(2)

0

2 .
φ + φ φ

r

r r d
  (4) 

В простейшем случае, когда циклическая 
функция   ( ) cos ,F  формулы (3) и (4) при-
нимают вид 

      
 

 1
с1 1

3
1 z

z
 

    


    
1

2 2
1 1 1

0

1 cos sin ;k M Mk M d   (5) 

     
 

  2
с2 2

3
1 z

z
 

    


    
2

2 2
2 2 2

0

1 cos sin ;k N Nk N d   

  
   



 
    

1 2
2 2

1 1 1
0

2 ;
1 cos sink M Mk M d

 (6) 

   


 
    

2 2
2 2

2 2 2
0

2 .
1 cos sink N Nk N d

 

В рассматриваемом примере  1 0,9776,  
 2 0,9520.  Результаты расчета параметров 
1 2,r r  2 1( ),r r   1 2, ,  а также с1  и с2  по фор-

мулам (5) и (6) приведены в таблице. В каждой 
ее строке выполняется соотношение 

  


2

1
.M

N
 

Это обеспечивается выбором значений ша-
гов 1  и 2  в соответствии с числами волн M 
и N: 

   2 1 .M
N

 

Для корректного расчета в системах CAD 
шаг 1  следует выбирать так, чтобы шаг 2  
являлся рациональным числом (т. е. деление 
1 M/N выполнялось без остатка). 

Максимальное значение верхнего предела 
интегрирования φ в выражениях (5) и (6) целе-
сообразно выбирать так, чтобы завершилась 
половина цикла функции ( ).F  В рассматрива-
емом примере: 360°/2М = 90° и 360°/2N = 60° 
соответственно. 

Как уже отмечалось (см. рис. 3), эпицикл, 
построенный по варианту 0, дает интерферен-
цию зубьев (подклинивание механизма), что 
можно устранить, проектируя колеса по вари-
анту А или В. 

На четвертом этапе проектирования не-
круглых колес планетарного механизма ПРГМ 
устраняем подклинивание механизма по вари-
анту А или В. Устранение интерференции по 
варианту А [16] сведено к замене в таблице 

Значения параметров, характеризующих закон движения сателлита  
относительно центральных зубчатых колес 

1r  1,  град с1,  град 2r  2,  град с2 ,  град A
с2 ,  град B

2r  

29,2076 0 0 29,2076 0 0 0 29,2076 
29,2074 0,3 1,6923 29,2074 0,2 –1,0975 –1,1923 29,2075 
29,2068 0,6 3,3846 29,2068 0,4 –2,1952 –2,3846 29,2069 
29,2057 0,9 5,0768 29,2057 0,6 –3,2927 –3,5769 29,2060 

… … … … … … …  
27,2478 30,0 167,1467 27,2478 20,0 –109,8690 –117,1470 27,4578 

… … … … … … … … 
21,3684 90,0 450,0000 21,3684 60,0 –300,0000 –300,0000 21,3684 
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столбца с2  на столбец A
c2 .  Значения парамет-

ра φс2А определяем по формуле 

            
A

c1 1c2 1 .M
N

 

Недостатком этого варианта синтеза являет-
ся заострение зубьев на некоторых участках 
(секторах) эпицикла (см. рис. 4). 

Устранение интерференции по варианту В 
предусматривает замену в таблице столбца 2r  
на столбец В

2 .r  Радиус В
2r  центровой траекто-

рии сателлита, скорректированный по вариан-
ту B, определяется суммой радиуса 0

12r r  и по-
правки r  (см. рис. 2): 

   1
В

2 .rrr  

О величине r  дает некоторое представле-
ние рис. 2, однако показанное на нем прираще-
ние межосевого расстояния a  составляет 
лишь половину требуемой поправки  .r  В пол-
ной мере рис. 2 соответствует мгновенному 
расположению звеньев механизма для вариан-
тов 0 и А. В случае же варианта В следует учи-
тывать, что при неподвижной солнечной ше-
стерне помимо смещения центра сателлита из 
точки 0

3С  в точку В
3С  должен происходить не 

показанный на рисунке поворот эпицикла в 
противоположном направлении. Центроида 
эпицикла B

2W  будет набегать на сателлит, что 
потребует дополнительного увеличения мгно-
венного значения ее радиуса. 

После введения безразмерного коэффициен-
та   1rh r  получаем 
  B

12 (1 ).r r h  

Требуемую величину безразмерного коэф-
фициента h по строкам таблицы первоначаль-
но находим путем сопоставления положений 
сателлита в массивах данных, относящихся к 
солнечной шестерне и эпициклу, вычисленных 
и построенных по варианту 0 (рис. 5, кри-
вая 1). 

Расчет поправки   1r r h  выполняем следу-
ющим образом. Определяем разность угловых 
положений сателлита c ,  полученных для 
солнечной шестерни c1  и эпицикла c2  по ва-
рианту 0 в системе координат, связанной с 
мнимым водилом: 
       c c1 1 c2 2 .   (7) 

Вычисляем разность положений мнимого во-
дила 

   c c ,hi   (8) 

где c hi  — мгновенное передаточное отношение 
от сателлита к мнимому водилу, 

             
 

2 21 1 2
с 1 1 1 1

3 0

11 ( ) ( ) .
2h

zi r r
z r

 

В рассматриваемом примере 

       
 

1 1 2
с

3
1

2h
zi
z

 

        2 2
1 11 cos sin .k M Mk M  (9) 

Итоговая формула для расчета поправки радиу-
са центровой траектории сателлита по вариан-
ту В имеет вид 

             
0 1 12 .r

NMr k F M F M
N M

 

В рассматриваемом случае 

              
0 1 12 cos cos .r

NMr k M M
N M

 (10) 

Рассчитаем параметры ПРГМ (k = 0,15) при 
 1 0,9776  и  2 0,9520  по варианту B в одном 
из положений механизма — для угла φ1 = 30 
(см. таблицу): 

• по формуле (7) 
  c 7,2777 ;  

• по выражению (9) 
  с 5,3546 ;hi  

• по соотношению (8) 
    1,3591; 

 
Рис. 5. Зависимости коэффициента h от угла 

поворота мнимого водила φ2 для рассматриваемой 
схемы ПРГМ, полученные путем компьютерного 

эксперимента (1) и расчета по формулам (2) 
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• по формуле (10) 

   00,007705 .r r  

Таким образом, коэффициент  0,007705.h  
На рис. 5 искомая точка соответствует углу 
2 = 20°. По результатам аналогичного расчета 
коэффициента h для других значений угла  
поворота мнимого водила построена кривая 2. 
Констатируем ее близкое совпадение с кри-
вой 1, соответствующей компьютерному экс-
перименту. 

Данные по поправке r  используем для за-
полнения столбца таблицы B

2 .r  

На пятом (заключительном) этапе про-
ектирования некруглых колес планетарного 
механизма ПРГМ применяем графические про-
граммы (например, КОМПАС). Сателлит стро-
им во множестве положений, а профиль соот-
ветствующего некруглого зубчатого венца 
находим как огибающую семейства кривых-
профилей сателлита. 

На рис. 6 совмещены контуры венца эпи-
цикла, рассчитанные по трем вариантам проек-
тирования. Предпочтение имеет вариант В, так 
как он одновременно характеризуется лучшей 
формой зубьев и исключает подклинивание 
звеньев. 

Выводы 
1. Анализ геометрических и кинематических 

особенностей механизма ПРГМ, выполненный с 
учетом теоремы Аронгольда — Кеннеди, показал 
путь корректного решения задачи синтеза не-
круглых зубчатых колес. Разработан расчетно-
графический метод проектирования ПРГМ, ко-
торый обеспечивает отсутствие подклинивания 
зубьев и углы давления в зацеплениях, не пре-
вышающие допускаемые значения. 

2. Предложенный метод можно реализовать 
с помощью отечественных программных ком-
плексов. 
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