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Разработан метод кинематического синтеза аналитических законов программных пе-
ремещений исполнительных приводов гибридных манипуляторов с избыточным 
числом степеней свободы, реализующих перемещение характерной точки рабочего 
органа по заданной траектории. Разработанный метод основан на точечной квадра-
тичной аппроксимации искомого закона полиномом на множестве точек последова-
тельных положений исполнительных приводов. Множество точек последовательных 
положений исполнительных приводов найдено путем решения оптимизационной за-
дачи позиционирования выходного звена манипулятора. Предложенный метод реа-
лизован на примере перемещения выходного звена манипулятора параллельно-
последовательной структуры с дополнительной связью по окружности. Получены 
аналитические законы перемещения исполнительных приводов гибридного манипу-
лятора. Исследованы случаи аппроксимации траектории полиномами пятой и седь-
мой степеней с учетом заданных граничных условий. Определены максимальные от-
клонения аппроксимирующих полиномов от исходных значений. Приведены реко-
мендации по выбору степени полинома для повышения точности результатов и 
обеспечения перемещения по выбранной траектории. 
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The paper considers an algorithm for kinematic synthesis of analytical laws of the pro-
gram actuator displacement of the hybrid manipulators with the excessive number of de-
grees of freedom implementing displacement of the working element characteristic point 
along a given trajectory. The proposed method is based on the point quadratic approxi-
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mation of the sought law by a polynomial on a set of points of the actuator successive po-
sitions. The set of points of the actuator successive positions is found by solving optimi-
zation problem of the manipulator output link positioning.  The proposed method is re-
alized using the example of displacing the output link of a parallel-series manipulator 
with the additional connection along a circle. Analytical laws of the hybrid manipulator 
actuators displacement are obtained. Cases of the trajectory approximation by polyno-
mials of the fifth and seventh degrees are studied taking into account the specified 
boundary conditions. Maximum deviations of the approximating polynomials from the 
original values are obtained. The paper provides recommendations for selecting the pol-
ynomial degree to increase the results accuracy and ensure the displacement along the 
selected trajectory. 
EDN: QHQDGZ, https://elibrary/qhqdgz 
Keywords: hybrid manipulator, kinematic synthesis, trajectory approximation, output link 
positioning, program trajectory 

Чтобы реализовать заданную технологическую 
операцию, необходимо сформулировать задачу 
обеспечения перемещения выходного звена 
манипулятора по заранее выбранной траекто-
рии. Известно несколько методов кинематиче-
ского синтеза манипуляторов параллельной и 
параллельно-последовательной структуры (ги-
бридного) [1–3]. 

Один метод основан на интерполяции 
обобщенных координат конечным набором 
сплайнов третьего и четвертого порядков [4]. 
Достоинствами такого метода являются про-
стота и получение быстрого результата для тра-
екторий с ограниченным количеством задан-
ных точек. 

Другой метод кинематического синтеза ба-
зируется на интерполяции первого и послед-
него участков траектории сплайнами пятого 
порядка и методом точечной квадратичной 
аппроксимации промежуточных участков тра-
ектории [5]. 

К недостаткам этих методов относят требо-
вания по обязательному использованию не-
скольких функций с целью описания переме-
щения выходного звена на нескольких участках 
траектории, а также вероятность наличия экс-
тремумов аппроксимирующих многочленов, 
что препятствует синтезу системы управления с 
обеспечением обратных связей по скоростям 
перемещения. 

Цель статьи — разработка метода кинемати-
ческого синтеза гибридных манипуляторов 
(ГМ), лишенного указанных недостатков. 

 
Метод решения. Программную траекторию 
выходного звена ГМ записываем в параметри-
ческой форме. Конечное время перемещения 
выходного звена T выбираем в зависимости от 

конкретной технологической операции с уче-
том реализуемости процесса линейными ис-
полнительными приводами (далее исполни-
тельные приводы) ГМ. 

Траекторию разделяем на m отрезков через 
равные интервалы времени  .t  Для каждой 
точки на траектории с координатами 

( ), ( ), ( )i i ix t y t z t  путем решения задачи позици-
онирования [6, 7] находим последовательность 
обобщенных координат ГМ ( ).ki iq t  Здесь 
  ,it i t   0, 1, 2, ..., ;i m  k — число обобщенных 

координат, равное числу степеней свободы ГМ. 
Задачу позиционирования решаем методом 

оптимизации с учетом обеспечения минимума 
энергозатрат на перемещения исполнительных 
приводов ГМ, если число декартовых коорди-
нат захвата меньше, чем у обобщенных коорди-
нат ГМ [8, 9]. Вычисленные значения обобщен-
ных координат аппроксимируем полиномом  
n-й степени в интервале от начального момента 
времени t0 = 0 до конечного tк = T. 

Полином n-й степени для k-й обобщенной 
координаты в общем виде определяется как 

 
    1

( 1) 1 0( ) ... ,n n
k nk n k k kq t A t A t A t A   (1) 

где 0, ...,nk kA A  — коэффициенты полинома. 
Для t0 = 0 и tк = T принимаем граничные 

условия — значения обобщенных координат 
(0),kq  ( )kq T  и скоростей перемещения 0(0),q  
( ).kq T  Также можно использовать значения 

ускорений (0)kq  и ( ),kq T  выбрав их исходя из 
принятого закона изменения длин исполни-
тельных приводов [9]. 

С учетом заданных граничных условий в 
начальный и конечный моменты времени для 
каждой обобщенной координаты записываем 
шесть уравнений: 



#9(774) 2024 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 31 

   




 







  
    
    

 
     

   

0 1 2

1
( 1) 1 0

1 2
( 1)

2 1

2
( 1)

3
3 2

(0) ; (0) ; (0) 2 ;
( ) ... ;
( ) ( 1) ...
2 ;

( ) ( 1) ( 1)( 2)
... 6 2 .

 





k k k k k k

n n
k nk n k k k

n n
k nk n k

k k

n
k nk n k

n
k k

q A q A q A
q T A T A T A T A
q T nA T A n T

A T A
q T n n A T A n n

T A T A

 (2) 

Получаем шесть линейных уравнений отно-
сительно 1n  коэффициентов полинома (1). 
Чтобы найти остальные коэффициенты поли-
нома, необходимо составить еще 5n  уравне-
ний, которые в соответствии с точечным спосо-
бом наименьших квадратов [11] определяются 
из условия минимума функции коэффициентов 
полинома (1), представляющей собой суммы 
квадратов отклонений значений полинома от 
обобщенных координат 
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Необходимым условием минимума функ-
ции (3) является равенство нулю частных про-
изводных: 

  


1 ( ) 0
2

nk

nk

A
A

.  (4) 

Количество уравнений такого типа равно 
числу неизвестных за вычетом уравнений, со-
ставленных с учетом граничных условий. 

Чтобы система линейных уравнений имела 
единственное решение, должно быть выполне-
но условие n m  [11]. 

В качестве примера работоспособности 
предлагаемого метода расчета программных 
перемещений исполнительных приводов рас-
смотрено перемещение выходного звена ГМ с 
четырьмя степенями свободы по заранее задан-
ной траектории (рис. 1). Конструкция и прин-
цип работы ГМ с дополнительной связью опи-
саны в работах [12, 13]. В качестве обобщенных 
координат приняты длины первого 1( ),l t  вто-
рого 2( ),l t  третьего 3( )l t  и четвертого 4 ( )l t  ис-
полнительных приводов. 

Обобщенные координаты ГМ, выраженные 
через декартовы координаты точки M(xM; yM; zM) 
выходного звена, имеют следующий вид [5]: 

     

 
  

       

2 2 2 2 2 2
1

1 2
2 2 2 2 2

2 1 2

1 2
2 2 2 2 2

2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
Ф Ф2

( ) Ф Ф ( ) Ф
Ф Ф2 ( )

( ) Ф Ф ( ) Ф

M M M

M

M M

M
M M

l t x t y t z t r OA
yr

x t x t

OA r y t
x t x t

 

   
 

2 2
2

2 2 2
2 1

( ) Фsinφ( ) 2 ( )
( ) Ф Ф

M
M

M

x tt z t r
x t

 

        

2 2
2

2 2 2
2 1

( ) Ф2 ( ) cosφ( );
( ) Ф Ф

M

M

x tOA r z t tMx t
  (5) 

 
Рис. 1. Кинематическая схема ГМ: 

1…4 — исполнительные приводы; 5 — металлическая труба; 6 — выходное звено;  
М1…М3 — точки крепления исполнительных приводов к выходному звену 
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    22 2 2
4 ( ) sinφ( ) cos φ( ),l t OD OA t OA t   (8) 

где r  — радиус трубы;  1Ф ( ) ;Mz t DK  
 2Ф ( ) ;My t OD    — угол координат точек 

крепления М2 и M3 на окружности. 
Согласно выражениям (5)–(8), длины второ-

го и третьего исполнительных приводов зави-
сят только от координат точки ( ; ; ),M M MM x y z  
а длины первого и четвертого — еще и от угла 
поворота основания φ. 

Условия для определения длин 1( )l t  и 4 ( )l t  в 
дискретные моменты времени получают из 
условия минимума функции [4] 

               2 2
1 1 1 4 1 4

1 1
2 2i i i il t l t l t l t  

при ограничении 

  min maxφ φ φ ,  

где minφ  и maxφ  — минимальный и максималь-
ный углы поворота основания. 

Чтобы реализовать технологический про-
цесс, необходимо заранее задать траекторию 

перемещения выходного звена ГМ [13]. В при-
веденном примере движение точки М выходно-
го звена ГМ происходит по окружности: 

  2 2 2( ) ,M Mx z h R   const 50( м ,) 0 мMy t  
h = 400 мм с центром в точке O(0; 500; 400) и 
радиусом R = 400 мм (см. рис. 1) из точки 

  0 0 0 0( 400 мм, 500 мм, 400 мм)M x y z  в точ-
ку    ( 400 мм, мм, 400 мм).500 K K K KM x y z  

Закон изменения дуговой координаты обес-
печивает равенство нулю значений скоростей 
перемещения выходного звена в начальной и 
конечной точках траектории [14]: 

      
 

3 2

3 2
( ) 10 15 6 .t t tS t R

T T T
 

Полуокружность разбивают на шестнадцать 
отрезков через равные интервалы времени 0,5 с. 
Конечное время перемещения выходного звена 
T = 8 c. 

Перед началом выполнения технологиче-
ской операции ГМ находится в исходном по-
ложении (угол поворота основания φ = 0°, дли-
ны приводов минимальные) [15]. Конфигура-
цию ГМ в момент начала выполнения 
технологической операции 0kl  определяют из 
условия минимума функции [16, 17] 

        2 2
01 1min 04 4min

1 1
2 2

l l l l  

с учетом выражений (5)–(8). 
Далее ГМ совершает перемещение из исход-

ного положения в начальную точку программ-
ной траектории. Законы изменения длин ис-
полнительных приводов ГМ на этом этапе не 
регламентированы. Полуокружность разделяют 
на шестнадцать отрезков через интервалы вре-
мени 0,5 с. Конечное время перемещения вы-
ходного звена T = 8 c. 

Исследованы случаи аппроксимации траек-
тории полиномами пятой (n = 5) и седьмой 
(n = 7) степеней, поэтому для нахождения ко-
эффициентов аппроксимирующих полиномов 
получены шесть и восемь уравнений соответ-
ственно. С учетом граничных условий 
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k k
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 (9) 

сформированы два уравнения (2) для началь-
ных и конечных значений длин исполнитель-
ных приводов [18]. Остальные уравнения опре-
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деляют из условия (4), записанные по коэффи-
циентам полиномов, значения которых не 
определены из (9). 

В результате получены выражения, отража-
ющие законы изменения длин исполнительных 
приводов при аппроксимации исходной траек-
тории полиномами пятой степени 
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Законы изменения длин первого–четвертого 
исполнительных приводов ГМ, полученные 

 

 
Рис. 2. Законы изменения длин первого (а), второго (б), третьего (в) и четвертого (г)  

исполнительных приводов ГМ при перемещении по полуокружности, полученные аппроксимацией 
исходной траектории ( ) полиномами пятой ( ) и седьмой ( ) степеней 
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аппроксимацией исходной траектории поли-
номами пятой и седьмой степеней, при времени 
перемещения выходного звена T = 8 c показаны 
на рис. 2. Там же точками обозначена его ис-
ходная траектория. 

Для аппроксимирующего полинома пятой 
степени максимальные отклонения длин 
исполнительных приводов от исходных значе-
ний    5

1 11 0, 46 мм,l l l     5
2 22l l l  

 26,71 мм,     5
3 33 31,89 мм,l l l   4l  

  5
44 0, 44 мм,l l  а для полинома седьмой 

степени —  1 0,01 мм,l   2 18,07 мм,l   3l  
12,51 мм,   4 0,01 мм.l  Максимальные от-
клонения наблюдаются в момент времени t = 
= 0,5 c у полинома пятой степени. 

Выводы 

1. При решении задачи кинематического син-
теза предложенным методом степень аппрокси-
мирующего полинома во многом зависит от ви-
да и количества граничных условий. Для повы-
шения точности получаемых результатов 
следует выбирать степень полинома близкой 
или равной числу разбиений траектории. 

2. Предложенная методика расчета аналити-
ческих зависимостей законов изменения ис-
полнительных приводов ГМ позволяет сфор-
мировать алгоритм системы управления с об-
ратными связями по их положению и скорости 
перемещения [8]. 
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