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Динамическая система резания подвержена возмущениям, зависящим от состояния 
станка и его точности. Вибрации формируются процессом стружкообразования 
вследствие периодичности поверхностей скольжения. Для улучшения обработки в 
зону резания вводятся управляемые вибрации. Однако до настоящего времени нет 
единого мнения о влиянии вибраций на состояние динамической системы и показа-
тели качества деталей. Это во многом обусловлено тем, что в исследованиях не рас-
крыта внутренняя структура взаимодействия возмущений с динамической системой, 
а также их преобразование в геометрические характеристики детали. Приведены ре-
зультаты исследования динамической системы резания, возмущенной вибрационны-
ми воздействиями. Проведено математическое моделирование, описано влияние воз-
мущений на свойства системы и геометрические характеристики детали. Рассмотрены 
три диапазона частот: низкочастотный, ограниченный сверху собственными частота-
ми подсистем, среднечастотный, включающий в себя собственные частоты подсистем, 
и высокочастотный, лежащий за пределами полосы пропускания подсистем. Иссле-
довано влияние вибраций на параметрическое самовозбуждение, формирование при-
тягивающих множеств деформаций, вибрационную стабилизацию и др. Результаты 
моделирования позволяют определить новые направления повышения эффективно-
сти обработки деталей, а также полезны для построения цифровой модели динамики 
процесса резания. 
EDN: IIFIPV, https://elibrary/iifipv 
Ключевые слова: динамическая система резания, вибрационные возмущения, гео-
метрические характеристики поверхности 

Dynamic cutting system is exposed to disturbances depending on the machine state and its 
accuracy. The process of chip formation due to the sliding surfaces periodicity generates vi-
brations. Controlled vibrations are introduced into the cutting zone to improve machining. 
However, any consensus on the vibration effect on the dynamic system state and the part 
quality indicators is missing. This is largely because the studies are not disclosing internal 
structure of the disturbance interaction with the dynamic system, as well as its transfor-
mation into the part geometric characteristics. The paper presents results of studying a dy-
namic cutting system disturbed by the vibration effects. Mathematical simulation is carried 
out, the disturbances effect on the system properties and the part geometric characteristics is 
described. Three frequency ranges are considered: low-frequency limited from above by the 
subsystem natural frequencies, mid-frequency including the subsystem natural frequencies 
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and high-frequency lying outside the subsystem passband. The vibration influence on par-
ametric self-excitation, formation of the attractive sets of deformations, vibration stabiliza-
tion, etc. is studied. Simulation results are making it possible to determine new approaches 
to increasing the machining efficiency. Besides, they are also useful in constructing a digital 
model of the cutting process dynamics. 
EDN: IIFIPV, https://elibrary/iifipv 
Keywords: dynamic cutting system, vibration disturbances, surface geometric characteris-
tics 

Колебания при резании можно подразделить на 
три группы. 

Вибрации — результат образования при-
тягивающих множеств периодических дефор-
маций, обусловленных потерей устойчивости. 
При их моделировании принципиальное зна-
чение имеют нелинейные зависимости сил от 
деформаций [1–31]. Учитываются следующие 
явления: регенерация следа, оставленного на 
заготовке на предыдущем обороте [1–16], за-
паздывание сил по отношению к деформациям 
[17–22], их зависимость от скорости [23–29] и 
др., а также параметрические эффекты [30, 31]. 
Изучаются: устойчивость равновесия, задан-
ного в координатах, движение которых опре-
деляется траекториями исполнительных эле-
ментов станка; автоколебания, инвариантные 
торы и хаотические аттракторы. Анализиру-
ются их бифуркации в параметрическом про-
странстве. 

Вибрации — результат внешних возмуще-
ний. Они определяются несовершенствами в 
узлах станков, зависящими от точности и их 
состояния. Это — биения шпинделя, периоди-
ческие возмущения со стороны суппорта, ва-
риации припуска, кинематические возмуще-
ния и пр. Вибрации формируются и процессом 
резания, например, за счет периодичности 
формирования поверхностей скольжения  
[32–36]. 

Вибрации, вводимые в зону резания [37–51], в 
том числе ультразвуковые колебания (УЗК) 
[39–48]. Имеются исследования, направленные 
на повышение эффективности УЗК на основе 
построения авторезонансных систем [49–51]. 
Показано, что при увеличении амплитуды ко-
лебаний существует оптимальное значение, при 
котором качество поверхности повышается 
[42–44]. Установлено, что эффективность влия-
ния УЗК на геометрические характеристики 
детали зависит от скорости резания и направ-
ления колебаний [40, 41, 52, 53].  

Анализ влияния колебаний на геометриче-
ские характеристики поверхности обрабатыва-

емой детали должен учитывать динамическую 
систему резания (ДСР), которая включает в се-
бя подсистемы режущего инструмента (далее 
инструмент) и заготовки, взаимодействующие 
через динамическую связь, формируемую реза-
нием. Эти возмущения не непосредственно из-
меняют геометрические характеристики по-
верхности, а через множество преобразований. 
Их раскрытию, а также законам преобразова-
ния в геометрическую топологию формируемой 
поверхности посвящены исследования, опи-
санные в статье.  

Цель работы — прогнозирование геометри-
ческих характеристик поверхности заготовки 
на основе вычисления траекторий формообра-
зующих движений вершины инструмента отно-
сительно заготовки, учитывающих изменяю-
щиеся свойства процесса резания. 

 
Постановка задачи. Математическое модели-
рование возмущенной системы. Ограничимся 
рассмотрением скалярных возмущений 

    0 0( ) sini i iX t X t  

или 

     0 0 0cos ,i i i id X dt X t  1, 2,3,i  

приложенных к зоне резания по направлениям 
деформационных смещений инструмента 

   T
1 2 3, , .X X X (3)

XX  

Здесь t — время;  0iX  и 0i  — амплитуда и ча-
стота возмущений в i-м направлении. 

Начальную точку движения инструмента 
обозначим через O(L), частоту вращения заго-
товки и угловое перемещение — (t) и (t) со-
ответственно (рис. 1, а). Деформационные 
смещения инструмента X  будем рассматривать 
в подвижных траекториях исполнительных 
элементов станка, задаваемых вектором 

   T 3
1 2 3, , ,L L L ( )L  

где 1L  и 2L  — траектории поперечного и про-
дольного суппортов; 3L  — траектория заготов-
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ки, перемещающейся в направлении скорости 
резания 

     3
0

( ) ( ) ( ) ,
t

L t D d  

где   — частота вращения заготовки с учетом 
крутильных деформационных смещений;   — 
условная координата; D  — диаметр заготовки. 

Для векторов L  и X  зададим соответству-
ющие параметры 

  
 

  

  

T 3
1 2 3

T
1 2 3

/ ( ) , , ;

/ , , .

d dt t V V V

d dt v v v

( )

(3)
X

L V

X v
  

Траектории пространства  3( )  являются 
возмущенными: 





     
      
 

( )
0 0 0

( )
0 0 0 0

( ) ( ) sin ( ) ( );
( ) ( ) cos ( ) ( );
1, 2, 3,

i i i i i i

i i i i i i i

L t L t X t L t X t
V t V t X t V t V t
i

 

где 0iL  — элементы матрицы траектории вер-
шины заготовки  T (3)

10 20 30{ , , }L L L0L  без 

учета деформаций; 0iV  — элементы матрицы 
скорости резания  T (3)

10 20 30{ , , }V V V0V  без 
учета упругих деформаций; ( )

iX  и ( )
iV  — виб-

рационные возмущения в i-м направлении. 
Рассмотрим продольное точение вала диа-

метром  constD  инструментом, имеющим 
углы  /2  и  1 0  (см. рис. 1, а). Если па-
раметр  0 0iX  и траектории устойчивые, то 
деформации     T

1 2 3{ , , } .X X X (3)
XX  Тогда 

траектория инструмента определяется законом 
( )tL  и сдвинута в пространстве на расстоя-

ние .X  Это траектория формообразующих 
движений  Ф)( ) ( ) ,t t(L L X  которой соответ-
ствует диаметр   1 1(0) const.d L X  

Компоненты вектора Ф)( )t(L  вычисляются 
как 
    (Ф)( ) ( ) ( ) ( ).i ii iL t L t X t X t  

Рассмотрим влияние вибраций на геометри-
ческую топологию ( , ),L R  знание которой 
позволит определить все принятые в инженер-
ной практике оценки геометрической неточно-
сти поверхности заготовки. Топология ( , )L R  

 
Рис. 1. Схема динамической модели резания (а)  

и пример построения топологии поверхности с ( , )L X  (б) 
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формируется под действием многих физиче-
ских процессов, сопровождающих обработку 
поверхности (адгезионно-молекулярных, тер-
модинамических, законов пластической де-
формации и др.). 

Также рассмотрим отображение траектории 
формообразующих движений Ф)( )t(L  в геомет-
рические характеристики детали, используя 
погрешность  Ф)( ) ( ) ( ).t t t(Δ L L  Тогда пред-
ставление ( )tΔ  в плоскости 2 3L L  назовем 
скелетной геометрической топологией 
с ( , ),L X  причем  (0)

2 р(0, )L kS  и  3 (0, ),L D  
где k  — количество полных оборотов детали 
при прохождении пути 2 ;L  (0)

рS  — подача без 
учета упругих деформаций. 

В плоскости   (0)
рD kS  для каждой траекто-

рии ( )tL  отложены шаговые погрешности 2  и 
3 , по оси 2L  — высотные 1  (рис. 1, б). При-
мер построения топологии поверхности 
с ( , )L X  приведен на рис. 1, б для радиальных 
биений заготовки с частотой  0 . 

Если (Ф)( )tL  по точечному контуру равна 
( )tL , то с ( , )L X  есть плоскость 2 3 .L L  Техно-

логические режимы — подача р ,S  глубина рt  и 
скорость рV  резания — изменяются в зависи-
мости от параметров X ,  ( )iX t  и ( )( )iV t : 
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3

(Ф)
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(Ф)
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,

( )

L

L D

dT L
V

  (2) 

где (0)
рt ,  (0)

3 рV V  — технологические режимы 
без учета параметров ( )( )iX t  и ( ).iX t  

Чтобы найти траектории формообразующих 
движений Ф)( ),t(L  необходимо вычислить 

( ),iX t  для чего воспользуемся ранее получен-
ными уравнениями [19–22, 33–36] с учетом вы-
ражения (1). При его определении использова-
на гипотеза о формировании сил, зависящих от 
площади срезаемого слоя S  (рис. 2). 

Также будем учитывать силы, действующие 
на заднюю грань инструмента (Ф)( )Ф L  
 (3)Т

1 2 3{Ф ,Ф ,Ф } Х  и его переднюю поверх-
ность (Ф)( ):F L  
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(Ф) (Ф)

2

T(0)
1 2 3

(0) (0) (0)

( )
р 2 22

( ) ( );

( ) , , ;

( ) ( ) ( ) ,
t

t T

d X dX
dt dt
F t

T dF dt F

t t V V v d

m h cX F L Ф L

F
 (3) 

где m ,h  и c  — положительно определенные 
симметричные матрицы инерционных, ско-
ростных и упругих коэффициентов соответ-
ственно,  [ ];ishh   [ ]isсс  (см. рис. 1, а); (0)F  — 
результирующий модуль силы резания; 
  1 2 3, ,  — угловые коэффициенты; (0)T  — по-
стоянная времени, учитывающая переходные 
процессы сил при изменении площади срезае-
мого слоя ;S    — давление стружки на перед-
нюю грань инструмента, зависящее от предель-
ного состояния материала. 

При моделировании, особенно в области 
высоких частот, приходится учитывать пере-
распределение интегральных (усредненных по 
периодам колебаний) и циклических сил, кото-
рые лежат за пределами полосы пропускания 
подсистем. Кроме того, параметры   и (0)T  за-
висят от скорости резания в диапазоне 
0,5…3,0 м/с. Следовательно, можно записать 

 
Рис. 2. Схема изменения направления движения инструмента в зависимости от соотношения скоростей 

резания и образования дополнительных сил Ф  в области контакта задней грани инструмента и заготовки 
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р
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1 exp ( ) ,
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V t d
T
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где (0)  — значение параметра   при малых 
скоростях резания и отсутствии перераспреде-
ления циклических и интегральных сил; ,  ,  
( ) ,T  ( )T  — параметры модели; ( )

0
f  — функ-

ция циклических сил, приведенная к площади 
срезаемого слоя; (0,0)Т  — значение постоянной 
времени (0)Т  в области малых скоростей реза-
ния. 

Если автономная система устойчива и не 
возмущена, то после врезания устанавливается 
движение (см. рис. 2) по направлению А–В. 
В противном случае образуются силы ,Ф  пре-
пятствующие сближению. Так как углы 
 /2  и  1 0,  при сближении Ф  возраста-
ет по экспоненциальному закону [33–36], и 
можно записать 
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где 0  — жесткость контакта;   — безразмер-
ный параметр изменения сил; Tk  — коэффици-
ент трения; 
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Изменение направления движения опреде-
ляется параметрами 1  и 2 .  На рис. 2 пара-
метру 2  соответствует угол 0 ,  а параметру 
2  — угол  .  В отличие от ранее выполнен-
ных исследований здесь запаздывающий аргу-
мент  ( )

33[ ( ) ( )].T T V t v t  Если скорость реза-
ния  ( )

33 ( ) ( )V t v t  направлена против 3 ,V  то 
наблюдается сближение задней грани инстру-
мента и заготовки. Тогда итоговый вектор ско-
рости VΣ будет направлен на усиление врезания 
инструмента (см. рис. 2). 

При совпадении направлений 3V  и 
 ( )

33 ( ) ( )V t v t  имеет место отталкивание задней 

грани от заготовки. В этом случае  0.Ф  Та-
ким образом, вибрационные возмущения 

( )( )iX t  и ( )( )iV t  могут изменять траектории 
(Ф)( )tL  и силы .Ф  Уравнения (3) и (4) позволя-

ют при заданных ( )tL  и возмущениях вычис-
лить ,X  следовательно, ответственные за фор-
мирование C (L, X)  траектории (Ф)( ).tL  Влия-
ние возмущений на свойства ДСР и топологию 
с ( , )L X  зависит от частоты возмущений 0  и 
места их приложения к системе. 

 
Вибрационные возмущения в низкочастот-
ном диапазоне. Этот частотный диапазон рас-
положен ниже собственных частот подсистем. 
Частота возмущений 0  является малой, по-
этому   ( )[ ( )] const.i i iV V t V  Следователь-
но, запаздывающий аргумент в выражении (2) 

  1( ) const,T  а силами ,Ф  как это следует 
из уравнений (4), можно пренебречь. Также 
постоянными величинами являются 
   (0){1 }  и  (0) (00) ( ){1 }.TT T  

Период 

           1
0 0 ( 0),( ),( 2 ), ..., ( )T t t t t t t s t  

можно разбить на s  участков. Им соответству-
ет 1s  постоянных параметров и точек равно-
весия 
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Первый случай: все участки траектории 
( )tX  устойчивые;  0 .  Тогда для вычис-

ления   ( )t k tX  системы, возмущенной, 
например, приращением глубины резания 

  ( )
1 ( )X t k t , можно использовать уравнение 
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( ) ( )

( ) ( ) .

t k t t k t

F t
F t X t k t X t k t

S X t k t X t k t T

cX F

F
  (5) 

При анализе выражения (5) можно отбро-
сить произведения малых деформаций. Так как 
 0 ,        2 2[ ( ) ( )] 0.X t k t X t k t T  Сле-
довательно, 
 

     ( ) ( )t k t t k tc X F . 

Здесь 

 

   
    
   

(0)
11 1 р 21 31

(0)
12 2 р 22 32

(0)
13 3 р 23 33

;
с S с с
с S с с
с S с с

c  
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1
( )(0) (0)

р р 21

3

( ) ( ) ;t k t S t X t k tF  

       (0) (0)
р 31 exp .S V  

Тогда формообразующая траектория, ответ-
ственная за топологию с ( , )L X , имеет вид 

       (Ф) ( )
1 1 1( ) (0) ( )L t k t L X t k t  

 




     


( )(0) (0)
р р 1

(0)
1 р

( )
.

S t X t k t
с S

 (6) 

Здесь  (0)
р 10,5 (0)t d L  (см. рис. 1); 1c  — приве-

денная жесткость системы в направлении 1,X  
    1 1 ,c  

где 

 
 
    
  

11 21 31

12 22 32

13 23 33

;
с с с
с с с
с с с

 
 
    
  

1 21 31

1 2 22 32

3 23 33

.
с с
с с
с с

 

Таким образом, заданные возмущения пре-
образуются в геометрические характеристики 
не непосредственно, а через преобразования, 
зависящие от упругости подсистем и свойств 
динамической связи. Из выражения (6) следует, 
что при  1с S p

(0)   1( )с  траектория 

        
(Ф) ( )
1 1 1( ) (0) ( ) .L t k t L X t k t  

Тогда возмущения непосредственно копи-
руются на формируемой поверхности. В про-
тивном случае деформации создают отрица-
тельную обратную связь, а процесс резания вы-
ступает в качестве внутреннего регулятора, 
компенсирующего влияние возмущений на де-
формации. Возмущения в направлении 3X  за-
дают в виде скоростей резания ( )

3 ( ),V t  которые 
формируют гибкую положительную обратную 
связь. 

Второй случай: все участки ( )tX  устойчи-
вые;   0 ( ).  Тогда на преобразование 
возмущений в силы и деформации оказывают 
влияние свойства интегрального оператора (2). 
Рассмотрим его динамические свойства. 

Пусть на его вход поступает скорость реза-
ния  ( )

2 020 sin( ).V V t  Сначала вариациями T  
будем пренебрегать, т. е.   1( ) const.T  

Связь между  ( )
2 2 ( )V V t  и р( )S t  

  ( )
2 р ( )V T S t  в изображениях по Лапласу 

определяется как 

   ( )
р 2 р( ) ( ),S p V T S p  

где р — оператор Лапласа; 

    ( )( )
р 2

1 exp( )( ) ( ) .TpS p V p
p

 

Амплитудно-фазовая частотная характери-
стика преобразования  ( )

2 ( )V j  в  ( )
р ( )S j  при-

ведена на рис. 3, а, где  А — амплитуда преобра-
зования  ( )

р ( )S j  при плавном изменении ча-
стоты переменной составляющей подачи, 
 ;j p  W — обозначение передаточной функ-

ции  ( )
р ( ).S j  На рис. 3, б показана реакция 

( )
р ( )S t  на ( )

2 ( )V t  с медленно изменяющейся 
частотой возбуждения 0 .  При частоте 
  0 k  ( 1, 2...)k  р( ) 0.S t  

Поэтому, например, влияние кинематиче-
ских возмущений на траектории инструмента 
можно минимизировать на основе согласова-
ния частот   и 0 .  В этом случае компенса-
ция влияния возмущений на деформации с 
частотой, равной или кратной ,  путем вари-
ации 2V  является невозможной. Если часто-
та   невелика, то необходимо учитывать из-
менение .T  Тогда эта особенность нивелиру-
ется, и интегральный оператор (1) в 
зависимости от V  и ΔV  может вызывать об-
разование двумерного тора. Это существенно 
увеличивает разнообразие притягивающих 
множеств деформаций. 

Особый интерес представляет случай, когда 
параметры невозмущенной ДСР находятся 
вблизи потери устойчивости. Тогда на ( )tX  
становятся возможными потеря устойчивости 
и формирование притягивающих множеств 
[53]. 

Приведем пример деформаций при измене-
нии глубины резания по закону р( )t t  
 (2,0 sin ), мм.t  Как видно из рис. 4, после 
врезания на отрезке А–В устанавливается по-
стоянная деформация, зависящая от общего 
коэффициента усиления внутреннего регулято-
ра процесса резания  (0) (0)

р 1 р( ).S с S  Возму-
щения подаются, начиная с точки В. Период 
колебаний, близкий к одной секунде, соответ-
ствует отрезку В–С. 

В течение периода D–F на участке D–E траек-
тория является устойчивой, а на участке Е–F — 
неустойчивой, и в ее окрестности формируются 
перестраиваемые притягивающие множества 
деформаций. Возмущения с частотой 1,0 Гц на 
участке D–E приводят к формированию дефор-
маций в соответствии с законом 
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( )(0) (0)
р р 1

(0)
1 р

( )
.

S t X t k t
с S

  

На участке Е–F наблюдаются отклонения от 
( ),tX  зависящие от притягивающих множеств 

[19–22]. 
Приведенный пример является лишь иллю-

страцией разнообразия притягивающих мно-

жеств деформаций и их бифуркаций вдоль тра-
ектории. 

 
Среднечастотный диапазон. Учтем следующие 
особенности ДСР: параметры в уравнениях (3) 
и (4) являются периодическими, вынужденные 
колебания — неизохронными; притягивающие 
множества деформаций обладают свойством их 

 

 
Рис. 3. Амплитудно-фазовая частотная характеристика преобразования  ( )

2 ( )V j  в  ( )
р ( )S j  (а)  

и траектории подачи при плавном изменении частоты переменной составляющей подачи (б) 
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ветвления в зависимости от амплитуды и огра-
ниченностью областей притяжения; наблюда-
ются эффекты синхронизации и асинхронных 
взаимодействий. 

Все это не только усложняет анализ, но и 
приводит к большему разнообразию притяги-

вающих множеств. Ограничимся изучением 
динамики на основе численного модели-
рования в программном комплексе 
MATLAB/Simulink. 

Приведем пример анализа динамики про-
дольного точения детали диаметром d = 20 мм из 

 
Рис. 4. Траектории деформаций вершины инструмента при введении в зону резания  

дополнительных периодических смещений с частотой 1,0 Гц: 
а — установившиеся траектории деформаций; б — часть траекторий, на участке потери устойчивости 



60 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #9(774) 2024 

стали 20Х инструментом, снабженным четырех-
гранными пластинами из Т15К6 при глубине 
резания (0)

р 2,0 мм,t  подаче (0)
р 0,1 ммS  и ско-

рости резания (0)
р 1,5 м/c.V  Обобщенная масса 

подсистемы инструмента   20,015 кг с /мм.m  
Для расчета использованы следующие пара-

метры динамической связи между инструмен-
том и заготовкой:    2200 1000 кг/мм ;  
   –1 5 50 c ;  (00) 0,0002 c;T    0,5;  
  0,0011 с/мм;   0 20 кг/мм;   ( ) 0,15 с/мм;Т  
 ( ) 0,3;Т    9;   1 0, 40;   2 0,51;   3 0,76.  
Значения элементов матрицы скоростных ко-
эффициентов и упругости подсистемы инстру-
мента приведены в таблице. 

Приведем пример параметрического само-
возбуждения (рис. 5). Рассмотрены области 
устойчивости при изменении площади срезае-
мого слоя по закону    (0)

0( ) [1 sin ]SS t S t  при 
 = 350 кг/мм2 (рис. 5, а) и 560 кг/мм2 (рис. 5, б). 

На рис. 5, в показан срез области, в которой 
ДСР теряет устойчивость при  = 560 кг/мм2. 
Области, в которых траектории неустойчивы, 
затемнены. Если ДСР теряет устойчивость, то по 
мере увеличения амплитуды (0)

S  возникают би-
фуркации притягивающих множеств. Типичным 
сценарием их изменения являются переходы от 
предельного цикла через инвариантные торы и 
бифуркации удвоения периода колебаний к хао-
тическим аттракторам. Возмущения могут изме-
нять свойство траекторий так, что в системе об-
ласть притяжения вырождается. 

 
Высокочастотная область. Эта область лежит 
за пределами полос пропускания колебатель-
ных контуров модели ДСР. Здесь дополнитель-
ные колебания вызывают формирование в зоне 
резания циклически напряженного состояния. 
Взаимодействуя с периодическими процессами 
в области стружкообразования и контакта зад-

ней грани инструмента и заготовки, цикличе-
ски напряженное состояние изменяет эффек-
тивные, т. е. усредненные по периодам высоко-
частотных колебаний, значения основных па-
раметров. Перечислим наиболее важные 
особенности этого взаимодействия, влияющие 
на формируемые резанием геометрические ха-
рактеристики заготовки. 

При заданных силах изменениями деформа-
ций ( ),tX  лежащих за пределами полос про-
пускания взаимодействующих подсистем, мож-
но пренебречь. Тогда параметры уравнений (3) 
и (4) при возбуждении колебаний по направле-
ниям kX  ( 1, 2, 3)k можно представить в виде 
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где р р р, ,S t V  — неизменные во временном окне 
  1

0( , ( ) )t t  технологические режимы, задан-

Значения элементов матрицы скоростных коэф-
фициентов и упругости подсистемы инструмента 

Элемент 
матрицы 

Значение, 
кг/мм 

Элемент 
матрицы 

Значение, 
кгc/мм 

11с  2000 11h  1,3 

22с  900 22h  1,1 

33с  350 33h  0,8 

12 21с с  200 12 21h h  0,6 

13 31с с  150 13 31h h  0,5 

23 32с с  80 23 32h h  0,4 
 

 

 
Рис. 5. Результаты исследования  

параметрического самовозбуждения 
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ные по закону (1);  ( )
0 0ˆ ( , )i

kkp L  — эффектив-
ное значение параметра. 

Так как параметр ( )ˆ i
kp  зависит от  0kL  и 0 ,  

их вариации по амплитуде колебаний и 
направлению вызывают изменение свойств в 
полосе пропускания подсистем. Таким образом, 
параметры высокочастотных дополнительных 
колебаний становятся управляющими. 

При изучении влияния  0 0sinkL t  на ДСР 
принципиальное значение имеет эффективное 
значение  , от которого зависят силы F  в вы-
ражении (3). При этом происходит перераспре-
деление интегральных и циклических сил, так 
как предельное состояние материала остается 
почти неизменным. Оно определяется преде-
лом прочности, поэтому при увеличении  0kL  
имеет место уменьшение .  Следовательно, не 
только изменяются условия устойчивости, но и 
наблюдается образование дополнительного 
смещения равновесия  ,X  влияющего на диа-
метр. 

Приведем пример смещения равновесия 
устойчивой ДСР (рис. 6, б), а также изменения 
параметров предельного цикла и стабилизации 
равновесия за счет дополнительных колебаний 
с частотой 5,0 кГц (рис. 6, в). 

Траектории переменных составляющих сил 
приведены на рис. 6, а. Траектории на рис. 6, б 
и в получены при разной глубине резания (0)

рt  
= 1 и 2 мм. На рис. 6 показан лишь пример 

большого разнообразия эффектов влияния вы-
сокочастотных колебаний на траекторию 

(Ф)( ),tL  которое можно интерпретировать как 
вибрационное управление качеством изготов-
ления детали [54]. 

Вследствие колебаний возникают периоди-
ческие сближения задней грани инструмента с 
заготовкой. Зависимость сил Ф  от колебатель-
ных скоростей в уравнениях (4) является нели-
нейной, и она не обладает центральной сим-
метрией относительно нулевых значений. По-
этому в зависимости от амплитуды колебаний 
формируются постоянные составляющие в си-
лах .Ф  Они изменяют суммарные значения сил 
 ,F Ф  а также всплески мощности, выделяемой 

в контакте задней грани. 
В результате изменяются не только геомет-

рические характеристики формируемой по-
верхности, но и интенсивность изнашивания 
инструмента. Этим объясняется существование 
амплитуды  0 ,kL  при которой интенсивность 
изнашивания инструмента минимальна. При-
мер изменения сил в контакте задней грани и 
заготовки приведен на рис. 7. 

При этом всплески сил, действующих на 
задние грани, зависят от знака скоростей де-
формаций. На участке 1–2 инструмент движет-
ся в сторону заготовки, на участке 2–3 — от нее. 
Приведенные результаты не исчерпывают осо-
бенности вибрационного влияния колебаний 
на выходные свойства процесса резания. Глав-
ное значение результатов заключается в том, 
что параметры высокочастотных колебаний 
являются управляющими, с помощью которых 
можно изменять свойства ДСР. 

 
Преобразование формообразующих движе-
ний в топологию с ( , )L X .  Как было показано, 
траектории (Ф)( )tL  формируются в результате 
сложных преобразований программы ЧПУ и 
возмущений нелинейной ДСР. 

Пусть заданы векторы (Ф)( ),tL  ( )tL  и ( )tΔ  в 
следующем виде: 

 
 
 

    
   
      

(Ф) (Ф) (Ф) (Ф)

( ) ( ), ( ), ..., ( ) ;
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где  (Ф)( ) ( ) ( ).i it t tΔ L L  
Если ( ) 0,tΔ  то формируемая резанием по-

верхность соответствует поверхности, запро-
граммированной на ЭВМ ЧПУ. 

Рассмотрим случай точения при следу- 
ющих параметрах: 1 0V ;  1(0) /2 const;L d  

 
Рис. 6. Результаты исследования вибрационного 

управления динамикой резания: 
а — траектории сил (0);F  б — смещение равновесия;  

в — преобразование предельного цикла в устойчивую 
точку равновесия 
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2 const;V    const.  Выберем t  таким обра-
зом, чтобы выполнялись условия 

    1( ) ( )t ;  (0)
р 20 ,lS L  

где l  — количество оборотов детали, пройден-
ных за время обработки; 20L  — длина обрабо-
танного вала. 

Для каждой ( )i tΔ  существует отображение в 
плоскости в виде следующих вариаций: 1( )tΔ  
дает высотные вариации, а 2( )tΔ  и 3( )tΔ  — ша-
говые в плоскости 2 3L L  (рис. 8, б). Рассмот-
рим типичные примеры топологий с ( , )L X  
для низкочастотных возмущений при глубине 
резания (0)

р 1,0 мм,t   0 0,5 ммkL  и  1,0 Гц  
(рис. 8). 

Отметим, что топология с ( , )L X  определя-
ется не только параметром ( ),tΔ  но и соотно-
шением траектории вращения заготовки и 
внешних возмущений. Если  0 ,  то на заго-
товке формируются неровности поперечного 
сечения детали, а погрешность продольного 
сечения отсутствует (рис. 8, в и г). 

Аналогичные особенности отображений име-
ют все T-периодические процессы (рис. 8, ж). 
Достаточно даже малых отклонений частоты 
возбуждения 0  от ,  чтобы сформировались 
неровности в продольном сечении. На рис. 8, в 
частота возбуждения   0 10 Гц,  а на 
рис. 8, г  10 Гц,   0 9,5 Гц.  Типичными 

являются возмущения, для которых выполняют-
ся условия   0 l  или   0 0 ,l l  где 
1, 2, ... .l  На рис. 8, д приведен пример тополо-

гии с ( , )L X  при   0 3 ,  а на рис. 8, е — при 
  0 9 .  

Для точного определения периода повторе-
ния двух периодических функций с частотами 
0  и   можно воспользоваться теорией почти 
периодических функций Г. Бора [55]. Согласно 
известной теореме Бора — Ландау, всегда мож-
но найти целые числа 0l  и ,l  при которых 
    0 0( ) ,l l  где   — сколь угодно малая ве-

личина. 
Обозначая период      1 1

0( ) ( ) ,T  из 
соотношения   0 0l l  получаем 

          01 / 0, (1 ) 1.T l l T  

Если  0 ,  то   0T  и  0 1.l l  Тогда 
процесс из квазипериодического преобразуется 
в периодический  1( ) ,Т  что отображено на 
рис. 8, в и з. Если дополнительно учитывать ша-
говые деформации по направлениям 2X  и 3 ,X  
то будут иметь место дополнительные отклоне-
ния профиля, но их значения ограничены, и 
период квазипериодического процесса по 
направлению продольной подачи. 

Как уже отмечалось, знание ( )i tΔ  и с ( , )L X  
позволяет оценить все принятые в инженерной 
практике оценки геометрической неточности 

 
Рис. 7. Примеры траекторий сил Ф  и деформаций при введении в зону резания  

дополнительных колебательных смещений с частотой 2,0 кГц 
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поверхности. Как установлено ранее [33–35, 56], 
при рассмотрении топологии ( , )L X  необхо-
димо учитывать не только механические, но и 
другие физические взаимодействия.  

На основе изучения функции когерентности 
между траекториями ( )i tΔ  и функцией профи-
ля, показано, что по мере увеличения частоты 
возбуждения адекватность отображения ( )i tΔ  в 
топологию с ( , )L X  уменьшается. Здесь огра-
ничимся лишь макрогеометрическими оценка-
ми, и функции ( )i tΔ  будем определять на осно-
ве их преобразования алгоритмами скользяще-
го среднего. 

Топологию  можно задать в виде  
 

      
          
 
          



с ( , )
( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )
,

... ... ... ...
( ) ( ) ... ( )

1, 2, 3.

i i i

i i i

i i i

t t t t s t
t T t T t t T s t

t lT t lT t t lT s t
i

L X

 (7) 

Все столбцы матрицы (7) представляют собой 
стробоскопические отображения Пуанкаре со 
сдвигом ,T  поэтому они могут служить оценкой 
продольного сечения детали. Столбцы опреде-

 
Рис. 8. Примеры топологий с ( , )L X  
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ляют последовательности, характеризующие по-
грешности поперечного сечения в пределах 
каждого оборота. Рассматривая математические 
ожидания от каждой строки, получаем оценку 
погрешности диаметра формируемого резанием 
вала и его дисперсии в пределах длины 

 (0)
20 р .L S l  

Неровности можно оценивать и по различ-
ным направлениям, если рассматривать отоб-
ражения Пуанкаре со сдвигами  ( ),T T  а так-
же получать другие оценки, основанные на ста-
тистических функционалах случайных полей 
[57]. Например, на основе анализа их корреля-
ционных и спектральных матриц по ортого-
нальным направлениям 2L  и 3 .L  

 
Анализ результатов. Важность рассмотрения 
отображения (Ф)( )tL  в топологиях ( , )L X  и 
с ( , )L X  определяется необходимостью созда-
ния цифровых двойников процессов резания. 
Их построение определяет новый этап совер-
шенствования систем управления обработкой на 
станках, заключающийся не только в раскрытии 
и учете погрешности преобразования програм-
мы ЧПУ в траектории (Ф)( ),tL  но и в создании 
систем динамического мониторинга процессов 
обработки. В этом случае траектории (Ф)( )tL  яв-
ляются измеряемыми или вычисляемыми на 
основе использования моделей (3) и (4). 

Адекватность отображения (Ф)( )tL  в тополо-
гиях ( , )L X  и с ( , )L X  зависит от качества и 
полноты моделей ДСР. Показано, что полнота 
моделирования определяется качеством пред-
ставления взаимодействий подсистем инстру-
мента и заготовки, формируемой процессом 
резания динамической связью и моделью воз-
мущений, действующих на ДСР. 

Установлено, что при раскрытии особенно-
стей формирования (Ф)( )tL  можно рассматри-
вать иерархию взаимосвязанных деформаци-
онных смещений в трех частотных поддиапазо-
нах: низко- (ниже собственных частот 
подсистем), средне- (в пределах этих частот) и 
высокочастотном (выше собственных частот).  

Все частотные составляющие в этих диапа-
зонах взаимосвязаны. Поэтому, например, ва-
риации амплитуды высокочастотных колеба-
ний вызывают изменение эффективных значе-
ний параметров в уравнениях динамики в 
средне- и низкочастотном диапазонах. В ре-
зультате наблюдается изменение динамических 
свойств в областях меньших частот, что вызы-
вает не только изменение диаметра формируе-

мого резанием вала, но и (во многих случаях) 
стабилизацию равновесия в низкочастотных 
областях. Это эффекты виброуправления и 
вибростабилизации. 

Наиболее важной особенностью возмущен-
ной динамики в среднечастотном диапазоне 
является формирование различных параметри-
ческих эффектов, в том числе параметрическо-
го самовозбуждения, синхронизации и асин-
хронных взаимодействий. При этом в зависи-
мости от амплитуды наблюдается не только 
неизохронность колебаний, но и изменение 
формируемых в окрестностях равновесий при-
тягивающих множеств деформаций. В низкоча-
стотной области вдоль траектории возможна не 
только потеря устойчивости, но и бифуркации 
притягивающих множеств деформаций. Этот 
сложный и многообразный механизм форми-
рования деформаций изменяет траектории 

)( )t(ФL  и их отображения в топологии с ( , ).L X  
При заданных траекториях (Ф)( ),tL  ( )tL  и 

( )tΔ  их отображение в топологию с ( , )L X  за-
висит от соотношения частот   и 0 .  Если   
и 0  постоянные, и выполнено условие 
  0 ,l  то функции ( )tΔ  формируют перио-
дические неровности в поперечном сечении 
вала. В противном случае дополнительно созда-
ется геометрическая погрешность в продоль-
ном сечении. Значение диаметра формируемой 
детали зависит не только от изменения матриц 
жесткости вдоль траектории инструмента, но и 
от изменения параметров динамической связи, 
в том числе от эффективного значения ,  на 
которое влияют износ инструмента и парамет-
ры высокочастотных колебаний. 

Выводы 
1. Предложенный математический инстру-

ментарий ДСР, возбужденной вибрационными 
возмущениями, источником которых является 
станок, процесс резания и специально вводимые 
в зону резания колебания, позволяет прогнози-
ровать траектории формообразующих движе-
ний вершины инструмента относительно заго-
товки, а также их преобразование в геометриче-
ские характеристики поверхности заготовки. 

2. При раскрытии влияния возмущений на 
траектории формообразующих движений необ-
ходимо учитывать свойства ДСР, прежде всего, 
свойства формируемой резанием динамической 
связи. Для этого целесообразно рассматривать 
три частотных диапазона. 
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В низкочастотном диапазоне, лежащем ниже 
собственных частот взаимодействующих под-
систем, параметры ДСР в рассматриваемый 
момент можно считать замороженными. Тогда 
вдоль траектории на отдельных участках воз-
можна не только потеря устойчивости, но и 
образование притягивающих множеств дефор-
маций, а также их бифуркации. 

В среднечастотном диапазоне, лежащем в 
пределах вариаций собственных частот взаимо-
действующих подсистем, имеют место различ-
ные параметрические эффекты, в том числе па-
раметрическое самовозбуждение. Здесь также 
при увеличении амплитуды возможны бифур-
кации притягивающих множеств деформаций. 

В высокочастотном диапазоне, лежащем, 
выше собственных частот взаимодействующих 

подсистем, параметры колебаний изменяют 
эффективные значения параметров, формиру-
емой резанием динамической связи. Наблюда-
ется вибрационное управление свойствами си-
стемы, например, эффекты вибрационного 
управления диаметром формируемой резанием 
детали. 

3. Отображение вариаций формообразую-
щих движений ( )tΔ  от ),tL(  заданных по про-
грамме ЧПУ, в геометрические характеристики 
детали можно представить в виде скелетной 
геометрической топологии с ( , ).L X  Они зави-
сят не только от частоты возмущений, но и от 
ее соотношения с частотой вращения заготов-
ки. При радиальных колебаниях кроме неров-
ностей в поперечном сечении образуется еще и 
погрешность в продольном сечении. 
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