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Обработка нестационарных сигналов различного происхождения в системах управле-
ния робототехническими устройствами является актуальной задачей. Применение 
расширенного фильтра Калмана для работы с нестационарными сигналами, в том числе 
для их фильтрации, ограничено его точными настройками — моделью наблюдаемой 
системы и ковариационными матрицами алгоритма фильтра, что в условиях входного 
быстроменяющегося зашумленного нестационарного сигнала требует адаптивности ал-
горитма. Для фильтрации нестационарных сигналов предложено использовать систему, 
которая представляет собой расширенный фильтр Калмана, дополненный с целью 
компенсации ошибки работы адаптивным цифровым фильтром с алгоритмом адапта-
ции NLMS (Normalized Least Mean Squares) — алгоритмом нормализованных наимень-
ших средних квадратов. Исследование работы такой системы в качестве фильтра неста-
ционарных сигналов показало, что в условиях действия на нестационарный сигнал зна-
чительного уровня шума алгоритм системы по сравнению с алгоритмом расширенного 
фильтра Калмана, имеющим настройки, аналогичные настройкам фильтра в составе си-
стемы, обладает наибольшими значениями оценки отношения сигнал/шум результатов 
фильтрации. Предложенную систему можно использовать в качестве наблюдателя со-
стояния робототехнических устройств, способного работать в условиях нестационар-
ных процессов. 
EDN: ONANWI, https://elibrary/onanwi 
Ключевые слова: нестационарный сигнал, расширенный фильтр Калмана, адаптив-
ный цифровой фильтр, робототехническое устройство 

Processing the non-stationary signals of various origin in the robotic device control systems 
appears to be a relevant task. Introduction of the extended Kalman filter (EKF) in operation 
with the non-stationary signals, including their filtering, is limited by the EKF precise setting, 
i.e. by the observed system model and the EFK algorithm covariance matrices. It requires the 
algorithm adaptivity to the input noisy non-stationary signal changing rapidly. The paper 
proposes to filter the non-stationary signals using the EKF — adaptive digital filter (ADF) sys-
tem. The system appears to be an EKF supplemented by the ADF with the NLMS (Normalized 
Least Mean Squares) adaptation algorithm and is introduced to compensate for the EKF oper-
ation error in filtering the non-stationary signals. Studying the EKF-ADF system operation as 
the non-stationary signal filter showed that with the non-stationary signal exposed to a signifi-
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cant noise level the RFK-ATS system algorithm, compared to the RFK algorithm with settings 
similar to the RFK settings in the RFK-ATS system, has the signal-to-noise ratio highest values 
for the filtering results. The RFK-ATS system could be introduced in observing the robotic de-
vice state, it is able to operate in the non-stationary processes. 
EDN: ONANWI, https://elibrary/onanwi 
Keywords: non-stationary signal, extended Kalman filter, adaptive digital filter, robotic  
device 

Различные фильтры Калмана (ФК), применяе-
мые для работы с нелинейными системами, в 
частности расширенный ФК (РФК) [1], получи-
ли широкое распространение в робототехнике. 
Помимо РФК применяют итерационный РФК 
[2], РФК второго порядка [3, 4], сигма-
точечный ФК [5–7], ансамблевый ФК [8, 9], 
квадратурный ФК [10], кубатурный ФК [11], 
интерполяционный фильтр с центральными 
разностями [12, 13] и др. 

Во многих алгоритмах фильтрации РФК 
получил развитие [14–16]. Фильтрацию неста-
ционарных сигналов выполняют с помощью 
разнообразных адаптивных фильтров, в том 
числе включающих в себя работу алгоритма 
ФК [17–19]. 

Для алгоритмов классических линейных ФК 
предполагается, что на состояние и наблюдае-
мые величины некоторой системы, например 
робототехнического устройства, влияет гауссо-
вый шум. Реальный же шум часто отличается от 
шума, обладающего плотностью вероятности 
нормального распределения. Чтобы использо-
вать ФК, необходимо достаточно точно описать 
модель некоторой наблюдаемой системы. Это 
является недостатком ФК, применяемых в си-
стемах управления мобильными роботами в 
частично детерминированных средах и услови-
ях нестационарных сигналов [20]. 

Примерами нестационарных случайных 
сигналов служат звуки природы и различные 
биомедицинские сигналы: электромиограмма, 
электроэнцефалограмма, фонокардиограмма, и 
виброартрограмма. 

В работах [21, 22] в качестве модели сложно-
го нестационарного сигнала рассмотрена су-
перпозиция множества элементарных нестаци-
онарных сигналов, каждый из которых пред-
ставлял собой произведение огибающей 
гауссовой формы на некоторую осциллирую-
щую функцию. 

В статье [23] предложена математическая мо-
дель нестационарного сигнала с частотной мо-
дуляцией в виде системы гауссовых пиков, рас-
положенных в произвольные моменты времени. 

В трудах [24–26] описана система РФК — 
адаптивный цифровой фильтр (АЦФ) (далее 
система РФК–АЦФ). Эта система (рис. 1 и 2) 
представляет собой РФК, дополненный АЦФ  
с алгоритмом адаптации NLMS (Normalized 
Least Mean Squares) — алгоритмом нормализо-
ванных наименьших средних квадратов, как 
эффективно действующим в условиях нестаци-
онарного входного сигнала и обладающим оп-
тимальной вычислительной сложностью, для 
компенсации ошибки работы РФК. 

Цель исследования — анализ возможностей 
системы РФК–АЦФ при использовании в ка-
честве фильтра нестационарных входных сиг-
налов. 

Для достижения поставленной цели выпол-
нены оценка и сравнение результатов фильтра-
ции нестационарных сигналов, осуществленной 
системой РФК–АЦФ, с данными фильтрации 
аналогичных сигналов, полученными при ис-
пользовании следующих алгоритмов: РФК, 
АЦФ с алгоритмом адаптации LMS (Least Mean 
Squares) — алгоритмом наименьших средних 
квадратов; АЦФ с алгоритмом адаптации 
NLMS; последовательной фильтрации сигнала, 
реализуемой сначала РФК, затем АЦФ с алго-
ритмом адаптации NLMS. 

Результаты фильтрации нестационарных 
сигналов оценивали и сравнивали при различ-
ных уровнях наложенного шума по совокупно-
сти четырех критериев: скорости сходимости 
алгоритмов фильтров, среднеквадратической 
ошибке, средней абсолютной ошибке и отно-
шению сигнал/шум (ОСШ). 

Входными данными РФК системы РФК–
АЦФ являлся вектор наблюдений системы z(k) 
в момент времени k, который содержал значе-

 
Рис. 1. Блок-схема системы РФК–АЦФ 
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ние некоторого нестационарного входного сиг-
нала, подлежащего фильтрации (см. рис. 1). 

Выходные данные РФК системы РФК–АЦФ: 
• ˆ( | 1)k kx  — вектор априорной оценки 

РФК состояния системы; 
• ˆ( | )k kx  — вектор переменных апостериор-

ной оценки РФК состояния системы, подлежа-
щих компенсированию ошибки с помощью 
АЦФ. 

Входные данные АЦФ в системе РФК–АЦФ 
(см. рис. 1): 

• ˆ( | )k kx  — вектор РФК; 
• ( )diff kX  — вектор разности значений соот-

ветствующих элементов векторов ˆ( | 1)k kx  и 
ˆ( | ).k kx  

Выходными данными АЦФ и системы РФК–
АЦФ являлся вектор скомпенсированных зна-
чений оценки состояния системы ( ),out kX  ко-
торый содержал значение результата фильтра-
ции нестационарного сигнала. 

В системе РФК–АЦФ формирователь общей 
ошибки ( )ke  (см. рис. 2) вычислял ее значение, 
используя векторы ( 1)diff kX  и ( )diff kX  в мо-
менты времени (k–1) и k, а также векторы 
ошибки АЦФ ( 1)kXe  и ( )kXe  в моменты вре-
мени (k–1) и k. 

На рис. 2 блоки z–1 осуществляют единичные 
задержки на один момент времени k. 

Общую ошибку системы РФК–АЦФ ( )ke  
вычисляли с помощью выражения 
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где ( )ie k  — i-й элемент вектора ( ),ke  [0, )i n ; 
if  — коэффициент, позволяющий масштаби-

ровать порядок значений элементов векторов 
( 1)diff kX  и ( )diff kX  в соответствии с порядком 

значений элементов вектора Xie  [25]. 
 

Методика исследования. Для исследования 
возможностей системы РФК–АЦФ как цифро-
вого фильтра нестационарных сигналов прово-
дили вычислительный эксперимент, в ходе ко-
торого выполняли сравнительный анализ ре-
зультатов работы алгоритмов цифровых 
фильтров: 

• РФК; 
• АЦФ с алгоритмом адаптации LMS; 
• АЦФ с алгоритмом адаптации NLMS; 
• последовательной фильтрации сигнала, 

осуществляемой сначала РФК, затем — АЦФ  
с алгоритмом адаптации NLMS; 

• системы РФК–АЦФ с алгоритмом адапта-
ции NLMS. 

Входными сигналами рассматриваемых 
фильтров являлись незашумленные (исходные) 
сигналы (рис. 3) и с наложенным шумом: 

• косинусоидальный сигнал с переменной 
(логарифмически возрастающей) частотой 
1…100 Гц и амплитудой 1,0 исходного сигна-
ла — нестационарный по частоте (далее сигнал 
формы 1); 

• косинусоидальный сигнал с частотой 
100 Гц и переменной (логарифмически возрас-
тающей) амплитудой 0,1…1,0 исходного сигна-
ла — нестационарный по амплитуде (далее сиг-
нал формы 2); 

• косинусоидальный сигнал с переменными 
(логарифмически возрастающей) частотой 
1…100 Гц и (логарифмически возрастающей) 
амплитудой 0,1…1,0 исходного сигнала — не-

 
Рис. 2. Блок-схема АЦФ в системе РФК–АЦФ 
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стационарный по частоте и амплитуде (далее 
сигнал формы 3). 

Косинусоидальные сигналы использовали в 
качестве входных для фильтров исходя из от-
носительной простоты их реализации по срав-
нению с нестационарными сигналами, встре-
чающимися в природе. 

Каждый из сигналов подавали на входы рас-
сматриваемых фильтров без шума и с нало-
женным шумом равномерно распределенными 
случайными величинами, имеющими разные 
максимальные значения. Последние представ-
ляли собой уровни, выраженные в процентах 
относительно максимальной амплитуды ис-
ходного сигнала (максимальные абсолютные 
значения исходных нестационарных сигналов 
равны единице, см. рис. 3): 10 % — дисперсия 
2 ≈ 0,0033, диапазон величин –0,1…0,1; 30 % — 
2 = 0,03, диапазон величин –0,3…0,3; 50 % —  
2 ≈ 0,0833, диапазон величин –0,5…0,5. 

Вычислительные эксперименты выполняли 
с использованием 80-битных переменных для 
хранения чисел с плавающей запятой. Работу 
фильтров моделировали с помощью набора 
библиотек программ «РФК-АЦФ-АРС» реали-
зации системы управления состоянием объекта 
[27] при постоянном шаге (интервале) времени 
t = 10–4 с в течение периода времени T = 1,0. 

Для получения результатов фильтрации 
РФК применяли фильтр с максимальным чис-
лом переменных состояния n = 2 и переменных 
наблюдений m = 2, используя матрицу  коэф-
фициентов динамики/эволюции системы f xJ  
размером n×n и матрицу  коэффициентов 
наблюдений/выхода системы hxJ  размером 
m×n [28]. То есть фильтруемый (входной) сиг-
нал являлся элементом z1 вектора наблюде-
ний z, а отфильтрованный (выходной) сиг-
нал — элементом x1 вектора состояния x: 
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Влияние управляющих воздействий РФК на 
систему не рассматривали. 

Для РФК задавали ковариационные матри-
цы шума процесса Q  и шума измерения ,R  
определяемые выражениями 
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.

0 0,25
R  

Значения элементов матриц Q  и R  устанав-
ливали так, чтобы РФК минимально искажал 
фильтруемый сигнал (табл. 1). Кроме алгоритма 
РФК матрицы Q  и R  применяли в алгоритме 
последовательной фильтрации сигнала РФК и 
АЦФ с алгоритмом NLMS, и в работе алгоритма 
РФК, входящего в состав системы РФК–АЦФ. 

В табл. 1 приведены данные о влиянии кова-
риационных матриц Q и R на значения средне-
го арифметического ОСШ результатов филь-
трации нестационарных сигналов РФК. Матри-
цы Q и R являются скалярными с ненулевыми 
элементами, равными 0,1 и 0,0001…0,2500, со-
ответственно. 

Для АЦФ с алгоритмами LMS и NLMS число 
ячеек основного раздела буферной памяти N 
[25] принимали равным 10, ячейки дополни-
тельного раздела буферной памяти не исполь-
зовали. 

 

 

 
Рис. 3. Нестационарные сигналы первой (а),  

второй (б) и третьей (в) форм 
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Шаг сходимости [25] алгоритмов адаптации 
LMS и NLMS адаптивных цифровых фильтров 
определяли как 

  


1 ,
1000( )N M

 

где M  — объем (число ячеек) дополнительного 
раздела буферной памяти АЦФ. 

Вектор весовых коэффициентов АЦФ с ал-
горитмом адаптации NLMS в момент времени k 
вычисляли по выражению 

   
 T

2( ) ( 1) ( ) ( ),
( ) ( )

k k k k
k k

w w e x
x x

 

где ( 1)kw  — вектор весовых коэффициентов 
в момент времени (k – 1); ( )kx  — вектор кадров 
входного сигнала в момент времени k;   0,2  
[25]. 

Моделирование работы последовательной 
фильтрации сигнала РФК и АЦФ с алгоритмом 
NLMS, а также АЦФ системы РФК–АЦФ вы-
полняли при указанных параметрах алгоритма 
адаптации NLMS. Для оценки результата филь-
трации сигнала использовали среднеквадрати-
ческую ошибку (MSE), среднюю абсолютную 
ошибку (MAE) и ОСШ. 

 
Результаты и их обсуждение. Сравнение ОСШ 
результатов работы рассмотренных фильтров с 
зашумленными сигналами с уровнем шума 50 % 
амплитуды исходного сигнала приведены на 

рис. 4, а–в. Для значений величин данных гра-
фиков оценок применяли сглаживание мето-
дом скользящего среднего в среде MATLAB 
функцией smooth c параметром span = 0,5. 

Значения среднего арифметического MSE, 
MAE и ОСШ результатов фильтрации нестаци-
онарных сигналов цифровыми фильтрами, 
приведены в табл. 2–4. Здесь введены следу-
ющие обозначения алгоритмов: LMS — АЦФ 
с алгоритмом адаптации LMS; NLMS — АЦФ 
с алгоритмом адаптации NLMS; РФК→NLMS — 
последовательной фильтрации сигнала; 
РФК + NLMS — системы РФК–АЦФ с алгорит-
мом адаптации NL. 

Для АЦФ с алгоритмом адаптации LMS 
входные сигналы с большими амплитудами яв-
ляются нежелательными из-за возможного пе-
реполнения памяти, отводимой для хранения 
переменных алгоритма. Исключение такой 
возможности налагает особые требования к 
бортовому вычислителю робототехнического 
устройства и организации его оперативной па-
мяти. 

При фильтрации нестационарных сигналов 
с помощью АЦФ (в том числе в составе систе-
мы РФК–АЦФ) требуется минимальное, но до-
статочное для выполнения эффективной филь-
трации сигнала, количество ячеек основного 
раздела буферной памяти АЦФ, а также отсут-
ствие ячеек дополнительного раздела буферной 
памяти. 

Таблица 1 
Значения среднего арифметического ОСШ результатов фильтрации нестационарных сигналов РФК 

Форма сигнала Уровень  
шума, % 

Среднее арифметическое ОСШ, дБ, для матрицы R 

10–4 ∙ 1 10–3 ∙ 1 10–2 ∙ 1 0,09 ∙ 1 0,1 ∙ 1 0,25 ∙ 1 

1 0 104,575 84,594 65,223 49,263 48,598 43,114 
2 0 79,171 59,247 39,940 24,177 23,463 17,964 
3 0 106,014 85,863 66,187 49,865 49,182 43,599 
1 10 22,888 22,984 23,614 26,510 26,686 28,237 
2 10 7,810 7,882 8,535 11,273 11,434 12,432 
3 10 12,848 12,940 13,641 16,457 16,613 18,440 
1 30 13,345 13,438 14,081 17,049 17,264 19,267 
2 30 –1,732 –1,651 –0,998 1,949 2,174 4,161 
3 30 3,305 3,396 4,110 6,971 7,176 9,266 
1 50 8,907 9,001 9,641 12,571 12,799 14,883 
2 50 –6,170 –6,083 –5,426 –2,470 –2,267 –0,184 
3 50 –1,132 –1,040 –0,334 2,559 2,724 4,825 

 



14 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #10(775) 2024 

Для фильтрации нестационарных сигналов 
системой РФК–АЦФ очень важной является 
работа входящего в ее состав АЦФ с алгорит-
мом адаптации NLMS. РФК системы РФК–АЦФ 
должен быть настроен так, чтобы минимизиро-
вать искажения фильтруемого системой сигна-
ла. Чем неоптимальнее настройки (значения 
элементов ковариационных матриц Q и R) РФК 
системы РФК–АЦФ, т. е. чем хуже РФК выпол-
няет фильтрацию конкретного сигнала, тем 
больший объем памяти (большее количество 
ячеек основного раздела буферной памяти) 
должен использовать АЦФ. При неоптималь-
ной настройке работы РФК позволяет компен-
сировать ошибку, вызванную этой настройкой. 

При использовании системой РФК–АЦФ 
собственного результата фильтрации сигнала в 
качестве априорной оценки состояния РФК 
наблюдается снижение скорости адаптации си-

стемы к входному сигналу. Это приводит к ис-
кажению быстроменяющегося нестационарно-
го сигнала в ходе его фильтрации. 

Среди рассмотренных алгоритмов цифро-
вых фильтров для нестационарных сигналов 
первой–третьей форм алгоритм РФК обладает 
самой высокой скоростью сходимости. При 
значительном уровне шума, действующего на 
входной сигнал (шум с максимальным уровнем 
50 % максимальной амплитуды исходного сиг-
нала), РФК демонстрирует низкое качество по-
давления помехи. 

Алгоритмы LMS, NLMS и РФК→NLMS име-
ют приблизительно равную и самую низкую 
скорость сходимости при работе с нестацио-
нарным сигналом формы 1. 

У алгоритма РФК+NLMS скорость сходимо-
сти меньше, чем у алгоритма РФК, но больше, 
чем у алгоритмов LMS, NLMS и РФК→NLMS. 

      

 
Рис. 4. Зависимости ОСШ результатов работы различных фильтров при обработке нестационарных сигналов 
первой (а), второй (б) и третьей (в) форм с максимальным уровнем шума 50 % амплитуды исходного сигнала 

от времени t: 
 — РФК;  — LMS; — NLMS;  — РФК→NLMS;  — РФК + NLMS 
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На результат фильтрации сигналов, выпол-
няемой РФК (в том числе в составе системы 
РФК–АЦФ), оказывают влияние не только мат-
рица динамики/эволюции системы f xJ  и мат-
рица наблюдений/выхода системы ,hxJ  но и 
ковариационные матрицы шума Q и R. 

Анализ результатов обработки фильтрами 
нестационарных сигналов первой–третьей 
форм показал, что максимальными значениями 
среднего арифметического ОСШ результатов 
фильтрации обладают следующие алгоритмы 
(см. табл. 4): 

Таблица 2 
Значения среднего арифметического MSE результатов обработки нестационарных сигналов  

цифровыми фильтрами 

Форма  
сигнала 

Уровень 
шума, % 

Среднее арифметическое MSE для фильтров 

РФК LMS NLMS РФК→NLMS РФК+NLMS 

1 0 0,0003 0,029 0,032 0,034 0,019 
2 0 0,0005 0,031 0,013 0,016 0,012 
3 0 0,0002 0,027 0,009 0,010 0,006 
1 10 0,0010 0,029 0,032 0,035 0,018 
2 10 0,0010 0,030 0,013 0,016 0,011 
3 10 0,0010 0,027 0,009 0,010 0,006 
1 30 0,0090 0,032 0,035 0,037 0,021 
2 30 0,0090 0,029 0,013 0,016 0,010 
3 30 0,0090 0,026 0,010 0,011 0,006 
1 50 0,0250 0,036 0,039 0,041 0,026 
2 50 0,0250 0,027 0,017 0,016 0,011 
3 50 0,0250 0,025 0,016 0,012 0,009 

 
 
Таблица 3 

Значения среднего арифметического MAE результатов фильтрации нестационарных сигналов  
цифровыми фильтрами 

Форма  
сигнала 

Уровень 
шума, % 

Среднее арифметическое МАЕ для фильтров 

РФК LMS NLMS РФК→NLMS РФК+NLMS 

1 0 0,010 0,092 0,092 0,101 0,072 
2 0 0,018 0,152 0,100 0,112 0,093 
3 0 0,006 0,143 0,082 0,087 0,061 
1 10 0,029 0,093 0,094 0,103 0,072 
2 10 0,032 0,151 0,100 0,111 0,090 
3 10 0,028 0,143 0,083 0,088 0,062 
1 30 0,080 0,105 0,107 0,113 0,087 
2 30 0,080 0,146 0,100 0,109 0,083 
3 30 0,080 0,139 0,090 0,090 0,065 
1 50 0,132 0,124 0,127 0,129 0,106 
2 50 0,132 0,140 0,108 0,107 0,086 
3 50 0,132 0,134 0,105 0,094 0,078 
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• РФК при отсутствии наложенного на сиг-
нал шума; 

• РФК при наложенном на сигнал белом шу-
ме с максимальным уровнем 10 % амплитуды 
входного сигнала; 

• РФК и РФК+NLMS при наложенном на 
сигнал белом шуме с максимальным уровнем 
30 % амплитуды входного сигнала; 

• РФК+NLMS при наложенном на сигнал бе-
лом шуме с максимальным уровнем 50 % ам-
плитуды входного сигнала. 

Выводы 
1. Преимуществами системы РФК–АЦФ пе-

ред другими рассмотренными фильтрами для 
обработки нестационарных сигналов являются 

значительная скорость сходимости алгоритма 
системы (большей скоростью сходимости обла-
дает только алгоритм РФК), высокое качество 
подавления помехи при высоком уровне нало-
женного на нестационарный сигнал шума. Со-
четание в этой системе РФК и АЦФ делает воз-
можным компенсацию ошибки работы РФК с 
целью повышения точности оценивания неста-
ционарных процессов. Расширенный фильтр 
Калмана, входящий в состав системы РФК–
АЦФ, позволяет использовать ее нелинейную 
модель, что важно при работе с нелинейными 
системами. 

2. Систему РФК–АЦФ можно использовать 
в качестве наблюдателя состояния робототех-
нических устройств, способного работать в 
условиях нестационарных процессов. 
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