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Исследование относится к области изучения упругих свойств эластичного колеса 
транспортного средства как деформируемого тела. Рассмотрен вопрос математиче-
ского моделирования углов увода колеса при наклоне оси вращения. Исследование 
базируется на деформационной теории увода колеса и лабораторных экспериментах. 
Выполнен поиск математического выражения для определения угла увода эластично-
го колеса с наклоненной осью вращения. Разработана методика расчета угла бокового 
увода эластичного колеса с наклоненной осью вращения. Получены зависимости угла 
увода от коэффициентов изменения нормальной и боковой жесткостей при заданном 
угле наклона оси вращения. Установлено, что при внутреннем наклоне осей враще-
ния колес транспортного средства боковой увод снижается. Определено, что при 
наклоне оси вращения исследованного эластичного колеса на допустимый по износу 
шин угол 5° угол увода можно уменьшить на 7°. 
EDN: LYLPUF, https://elibrary/lylpuf 
Ключевые слова: эластичное колесо, наклон оси вращения, угол увода колеса, мето-
дика расчета 

The paper presents a reserach related to studying elastic properties of the elastic vehicle 
wheel as a deformable body. It considers a problem of mathematical simulation of the wheel 
slipper angles at the rotation axis tilt. Slipper deformation theory and laboratory 
experiments form the research basis. Mathematical dependence for determining the elastic 
wheel slipper with a rotation axis tilt is identified. A method for computing the elastic wheel 
lateral slipper with a rotation axis tilt is developed. Mathematical dependencies are obtained 
of the slipper angle on coefficients of the normal and lateral rigidity alteration at a given 
angle of the rotation axis tilt. The paper establishes that the wheel slipper is decreasing with 
the wheel rotation axis internal tilt of the vehicle axle. It shows that the 5° slipper angle 
could be reduced by 7° with the rotation axis tilt of the wheel under study to the maximum 
permissible angle under the tire wear conditions. 
EDN: LYLPUF, https://elibrary/lylpuf 
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Устойчивость движения — важное эксплуата-
ционное свойство легковых, грузовых автомо-
билей, автобусов и других скоростных транс-
портных средств (ТС) [1–3], определяющее ак-
тивную безопасность. Параметры устойчивости 
движения прогнозируют на этапе проектиро-
вания ТС при оптимизационном выборе кон-
структивных параметров шасси: геометриче-
ских размеров и углов установки эластичных 
колес (ЭК), подрессоренных и неподрессорен-
ных масс, параметров рулевого управления, 
подвесок и др. [3, 4]. Так как угол бокового уво-
да ЭК и угловые колебания управляемых ЭК 
существенно влияют на устойчивость, при ма-
тематическом описании движения ТС в разных 
режимах эти явления необходимо моделиро-
вать. 

Согласно самой распространенной деформа-
ционной теории, угол увода колеса  рассчиты-
вают по зависимости 

   tg , 1 ,t tf Y Z  

где tZ  — нормальный прогиб (нормальная 
или радиальная деформация) шины; tY  — бо-
ковое упругое смещение (боковая деформа-
ция) шины. 

В соответствии с рис. 1 нормальную tZ  и 
боковую tY  деформации шины, возникающие 
под действием нормальной нагрузки (радиаль-
ной) zP  и боковой силы ,yP  определяют по из-
вестным зависимостям 
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где tzC  и tyC  — нормальная (радиальная) и бо-
ковая жесткости шины ЭК. 

На рис. 1 введены следующие обозначения: 
O  — центр ЭК; xV  — поступательная ско-

рость оси вращения ЭК; ω  — угловая скорость 
ЭК; 0r  — свободный радиус ЭК; cl  — длина 
пятна контакта ЭК с опорной поверхностью; 

xP  — толкающая (тянущая) сила ЭК; M  — 
момент на ЭК; zR  — нормальная реакция 
опорной поверхности (положение которой 
зависит от режима качения ЭК); xR  и yR  — 
продольная и боковая реакция опорной по-
верхности. 

Помимо конструктивного наклона ось вра-
щения ЭК может наклоняться по эксплуатаци-
онным причинам, связанным с кинематической 
несогласованностью направляющих элементов 
подвески и рулевого привода [5]. 

Такой наклон ЭК, названный эксплуатаци-
онным, появляется в следующих случаях: 

• при движении подрессоренного ЭК по не-
ровностям опорной поверхности; 

• при крене подрессоренного кузова под 
действием боковой силы; 

• при повороте управляемого ЭК вокруг оси, 
наклоненной в поперечной вертикальной плос-
кости; 

• при принудительном бортовом автомати-
ческом регулировании наклона ЭК [5]. 

При отсутствии экспериментальных данных 
нормальную жесткость шины ЭК с горизон-
тальной осью вращения можно вычислить по 
одной из аппроксимирующих зависимостей 

  ,tz zC f P  приведенных в табл. 1 [6]. Здесь 
нормальная жесткость шины tzC  имеет раз-
мерность Н/мм, нормальная нагрузка на ЭК zP  
для квадратичной зависимости — кН, для пока-
зательной и линейной — Н. 

 
Рис. 1. Схема деформируемого ЭК 
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При отсутствии экспериментальных данных 
боковую жесткость шины ЭК с горизонтальной 
осью вращения можно вычислить по одной из 
существующих зависимостей  ty zC f P  [7], 
приведенных в табл. 2. Здесь нормальная 
нагрузка на ЭК zP  имеет размерность 10–1 Н, 
боковая жесткость шины tyC  — Н/мм; , ,a b c  — 
постоянные безразмерные коэффициенты. 

Однако экспериментальным путем установ-
лено [8–10], что при наклоне оси вращения ЭК 
его жесткость меняется. 

Наклон осей вращения автомобильных ЭК 
относительно плоскости может быть внутрен-
ним или наружным. В первом случае оси вра-
щения ЭК одного моста ТС пересекаются ниже 
его оси, во втором — выше. 

Наружный наклон, появившийся как необ-
ходимость компенсации зазоров в колесных 

подшипниках, традиционно применяют на ко-
лесах передней оси скоростных ТС. Благодаря 
совершенствованию технологий машинострое-
ния указанные узлы стали изготавливать прак-
тически без зазоров. Однако наружный наклон 
осей вращения передних ЭК производители 
сохранили с целью уменьшения плеча обкатки. 

В настоящее время наблюдается тенденция 
устанавливать задние колеса с внутренним 
наклоном, что обусловлено улучшением неко-
торых эксплуатационных характеристик авто-
мобиля [11–13]. Так, Н.Н. Яценко, Ю.Н. Козлов 
и другие российские ученые определили влия-
ние установки задних ЭК легкового автомобиля 
с внутренним наклоном на некоторые оценоч-
ные параметры управляемости. Это — макси-
мальная угловая скорость разворота ТС при 
смене полосы движения и повороте, время ста-
билизации угла поворота рулевого колеса при 
смене полосы движения и перемещении по 
кругу, время стабилизации угловой скорости 
поворота рулевого колеса при движении по 
кругу [11, 12]. 

Группой ученых из Великобритании опреде-
лено влияние устойчивости на поперечное 
опрокидывание на примере трехколесного ТС 
[13]. Исследователи при математическом опи-
сании движения ЭК использовали известную 
расчетно-экспериментальную модель голланд-
ского ученого Х.Б. Пасейки [14]. В этой модели 
присутствует угол наклона ЭК, но только при 
расчете реакций опорной поверхности. Жест-
кости шины в модели являются постоянными 
величинами и не зависят от наклона ЭК. 

Таблица 1 
Аппроксимирующие зависимости для расчета нормальной жесткости ЭК  

с горизонтальной осью вращения 

Тип шин 
Аппроксимирующая зависимость 

Квадратичная Показательная Линейная 

Легковые радиальные   248,2 2,89tz z zC P P   0,5441,6221tz zC P   0,0324tz zC P  

Легковые диагональные   242,6 0,515tz z zC P P   0,7530,3311tz zC P   0,0398tz zC P  

Все легковые   247,23 2,306tz z zC P P   0,601,0739tz zC P   0,0347tz zC P  

Грузовые радиальные   238,24 0,263tz z zC P P   0,7730,3240tz zC P   0,0315tz zC P  

Грузовые диагональные   252,06 0,84tz z zC P P   0,4736,1506tz zC P   0,0266tz zC P  

Все грузовые   239,63 0,337tz z zC P P   0,6610,9805tz zC P   0,0300tz zC P  

Все   238,13 0,289tz z zC P P   0,86160,1244tz zC P  Аппроксимация по линейной 
зависимости невозможна 

 

Таблица 2 
Аппроксимирующие зависимости  
для расчета боковой жесткости ЭК  
с горизонтальной осью вращения 

Аппроксимирующая 
зависимость 

Постоянные коэффициенты 

a b c 

Степенная 
 b

ty zC aP  
1,12 0,73 – 

Квадратичная 
  2

ty z zC aP bP  
0,2 –2,4745 10–5 – 

Функция Харриса 




1
ty c

z
C

a bP
 

0,0876 –0,0595 0,0448 
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Проведены некоторые немногочисленные ис-
следования свойств наклоненного ЭК. В част-
ности, изучено влияние наклона на устойчи-
вость автомобиля [11, 15, 16], управляемость [11, 
13] и сопротивление качению [17]. 

Однако ранее не были получены выражения 
для расчетного определения изменения жест-
костей ЭК при наклоне его оси вращения, что 
влияет на корректность расчета угла увода при 
моделировании движения наклоненного ЭК. 
Поэтому изменение угла увода автомобильных 
ЭК с наклоненными осями вращения можно 
считать малоизученным. 

Цель работы — поиск формулы для опреде-
ления угла увода ЭК с наклоненной осью вра-
щения. 

 
Методы и подходы. Для достижения постав-
ленной цели предложена следующая методика. 

Согласно деформационной теории пластич-
ности, тангенс угла увода ЭК определяется вы-
ражением 

    tg 1 .
2

t
x

c

Y s
l

  (1) 

Здесь xs  — коэффициент продольного сколь-
жения ЭК, который согласно ГОСТ 17697–72 
«Автомобили. Качение колеса. Термины и 
определения» имеет вид 

  ,x r
x

x

V rs
V

 

где rr  — радиус качения ЭК. 
Длина пятна контакта ЭК с опорной поверх-

ностью [18] 
 0=2 (2 ),c h t tl K Z r Z   (2) 

где hK  — коэффициент учета уменьшения дли-
ны пятна контакта, для низкопрофильных шин 

 0,6,hK  для всех остальных  0,7.hK  
Коэффициент продольного скольжения ЭК 

xs  в пятне контакта составляет –1…1, в ведо-
мом режиме  0,xs  в тормозном режиме 
 0 1.xs  

Деформации и жесткости шины связаны 
выражениями 

  y
t

ty

PY
C

;  (3) 

  .z
t

tz

PZ
C

  (4) 

Назовем нормальную жесткость шины с 
наклоненной осью вращения ЭК эффективной 

нормальной жесткостью и обозначим через .tzeC  
Ее связь с нормальной жесткостью шины с гори-
зонтальной осью вращения ЭК (без наклона) tzC  
определяется как 
  ,tze z tzC K C   (5) 

где zK  — коэффициент изменения нормаль-
ной жесткости шины с наклоненной осью вра-
щения ЭК. 

Назовем боковую жесткость шины с накло-
ненной осью вращения ЭК эффективной боко-
вой жесткостью и обозначим через .tyeC  Она 
связана с боковой жесткостью шины с горизон-
тальной осью вращения tyC  выражением 
  ,tye y tyC K C   (6) 

где yK  — коэффициент изменения боковой 
жесткости шины при наклоне оси враще-
ния ЭК. 

С учетом формул (1)–(6) угол бокового увода 
ЭК с наклоненной осью вращения   можно 
найти из соотношения 

 
   



 

  
  
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0

tg 1 .
2

y y ty
x

z z
h

z tz z tz

P K C
s

P PK r
K C K C

  (7) 

Значения нормальной и боковой жесткостей 
шины ЭК tyC  и tzC  можно рассчитать по вы-
ражениям, указанным в табл. 1 и 2. 

Анализ формулы (7) позволяет заключить, 
что угол увода ЭК прямо пропорционален бо-
ковой деформации шины и обратно пропорци-
онален ее боковой жесткости, т. е. чем жестче 
шина в боковом направлении, тем меньше угол 
увода. Так как внутренний наклон осей враще-
ния колес ТС увеличивает эффективную боко-
вую жесткость шин при повороте автомобиля 
[10], угол бокового увода снижается. 

Нормальная жесткость шины также зависит 
от угла наклона оси вращения ЭК   [8]. Неза-
висимо от направления наклона (знака ) нор-
мальная жесткость шины всегда снижается, 
удлиняя пятно контакта, т. е. при   0  числи-
тель формулы (7) уменьшается, а знаменатель 
увеличивается. Таким образом, наличие внут-
реннего наклона осей вращения ЭК всегда спо-
собствует снижению угла увода. 

Для определения коэффициентов изменения 
жесткостей zK  и yK  проведены эксперимен-
тальные исследования. 

 
Описание экспериментальной установки. Для 
измерения сил и деформаций ЭК по разным 
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координатам, в том числе с наклоненной осью 
вращения, создана экспериментальная установ-
ка. На рис. 2, а–г показаны кинематические 
схемы и внешний вид экспериментальной уста-
новки для определения нормальных и боковых 
сил и деформаций ЭК. 

Экспериментальная установка содержит 
ЭК 3, установленное на ступицу 4 с возможно-
стью изменения наклона оси вращения ЭК. 
В качестве модели опорной плоскости (дороги) 
использовано многослойное стекло 2. К системе 
ЭК — дорога прикладывают нормальные и бо-
ковые силы. Прилагаемые нагрузки измеряют 

образцовыми динамометрами 1 и 7. Деформа-
ции ЭК в пятне контакта контролируют индика-
торами часового типа 5 и 6. 

 
Описание методики эксперимента. Исследо-
вания проводили на шине 3.50-5 модели B25 
2PR, техническая характеристика которой при-
ведена в табл. 3. 

Сначала устанавливали ЭК с расположением 
оси вращения параллельно опорной плоскости. 
Давление в шине соответствовало номиналь-
ному значению. Колесо нагружали усилиями, 
измеряемыми динамометрами. При экспери-

                    

                     
Рис. 2. Кинематические схемы (а, в) и внешний вид (б, г) экспериментальной установки  

для определения нормальных (а, б) и боковых (в, г) сил и деформаций ЭК 
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ментальном исследовании нормальной жестко-
сти шины измеряемыми параметрами являлись 
нормальные перемещения центра пятна кон-
такта, при исследовании боковой жесткости — 
его боковые перемещения. Измерения выпол-
няли при оси вращения ЭК, параллельной 
опорной плоскости и наклоненной на угол 
 = –10, –5, 0, 5 и 10. 

Для определения жесткостей шины при раз-
личном расположении оси вращения ЭК ис-
пользовали методику, предложенную в работах 
[8–10]. Коэффициенты zK  и yK  вычисляли 
как соотношения жесткостей ЭК с наклоненной 
и горизонтальной осями вращения: 

   ;tze
z

tz

CK
C

      .tye
y

ty
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C

 

Расчетно-экспериментальным путем полу-
чены следующие выражения для вычисления 
искомых коэффициентов: 
       21 0,052 0,00002zK  

    3 40,00044 0,00005 ;  (8) 

     21 0,0158 0,00048 .yK  (9) 

Графическая интерпретация зависимостей (8) 
и (9) при различных значениях угла наклона оси 
вращения ЭК показана на рис. 3. 

Расчеты проводили до   5 ,  так как это 
значение угла наклона оси вращения ЭК явля-
ется допустимым по износу шин. Известно, что 
при   3,5  укол наклона оси вращения ЭК не 
влияет на износ шин, а при   3,5...5,0  — су-
щественно влияет [19]. При наклоне оси вра-
щения ЭК (независимо от направления) нор-
мальная жесткость шины уменьшается. Напри-
мер, при угле наклона   3,5  она снижается 
до 15%. 

Напротив, боковая жесткость при наклоне 
оси вращения ЭК изменяется по-разному, в за-
висимости от сочетания вектора боковой силы и 

направления наклона. Это видно из левой и пра-
вой частей рис. 3. При угле наклона   3,5  из-
менение боковой жесткости может достигать 
5 %. 

 
Результаты и их обсуждение. С помощью раз-
работанной методики рассчитаны углы боково-
го увода объекта исследования — шины 3.50-5 
модели B25 2PR — по формуле (7) с учетом вы-

Таблица 3 
Техническая характеристика  
шины 3.50-5 модели B25 2PR 

Параметр Значение 

Свободный радиус ЭК, мм 140 
Посадочный диаметр ЭК, мм 127 
Ширина беговой дорожки ЭК, мм 76 
Номинальное давление в шине, атм 0,8 
Номинальная нагрузка на ЭК, Н 800 

 

 
Рис. 3. Зависимости коэффициентов изменения 

нормальной zK  (1) и боковой yK  (2) жесткостей 
шины от угла наклона оси вращения ЭК   

 

Таблица 4 
Значения угла увода ЭК при различных значениях 

боковой силы и угла наклона оси вращения ЭК 

,НyP  
Угол увода ЭК  ,  град, при угле наклона  

оси вращения ЭК ,  град 

0 1 3 5 

0 0 0 0 0 
40 2,75 2,64 2,42 2,21 
80 5,49 5,26 4,83 4,42 

120 8,20 7,86 7,22 6,61 
160 10,87 10,44 9,59 8,78 
200 13,50 12,96 11,92 10,93 
240 16,07 15,44 14,22 13,05 
280 18,58 17,86 16,47 15,13 
320 21,01 20,22 18,67 17,17 
360 23,37 22,51 20,81 19,17 
400 25,65 24,72 22,90 21,12 
440 27,84 26,86 24,92 23,02 
480 29,95 28,92 26,88 24,87 
520 31,98 30,90 28,77 26,66 
560 33,91 32,81 30,60 28,40 
600 35,77 34,63 32,36 30,09 
640 37,54 36,38 34,05 31,72 
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ражений (5), (6), (8) и (9) для внутреннего 
наклона оси вращения ЭК с углами 
  0, 1, 3 и 5 .  Результаты расчета приведены в 
табл. 4 и на рис. 4. Графически угол увода пока-
зан в зависимости от боковой силы yP . Теоре-
тически она может расти неограниченно. На 
практике ограничивающим фактором при рас-
чете было условие начала бокового скольжения 
ЭК  ,y sk zP f P  где skf  — коэффициент трения 
скольжения. Для сухого асфальта  0,8,skf  т. е. 
для рассматриваемой шины максимальная бо-
ковая сила  640 Н.yP  

Как видно из рис. 4, при отсутствии наклона 
оси вращения ЭК максимальный угол бокового 
увода диагональной шины составляет прибли-
зительно 37 . Эта значение соответствует бо-
ковой силе, максимальной по условиям боково-
го скольжения на сухом асфальтобетоне. Кри-
вые 2–4 показывают, что при увеличении 
внутреннего наклона оси вращения ЭК угол 
увода уменьшается, что связано с повышением 
боковой жесткости шины. При допустимом по 
износу шин угле наклона оси вращения ЭК 
  5  [19] максимальный угол увода ЭК мож-
но снизить до 30 .  

Выводы 
1. Разработана методика расчета угла боко-

вого увода ЭК с наклоненной осью вращения. 
2. Получена математическая взаимосвязь уг-

ла увода с коэффициентами изменения нор-
мальной и боковой жесткостей при заданном 
угле наклона оси вращения. 

3. Установлено, что при внутреннем наклоне 
осей вращения ЭК моста ТС угол бокового уво-
да снижается. 

4. Определено, что при наклоне оси враще-
ния ЭК на допустимый по износу шин угол 5  
угол увода можно уменьшить на 7 . 
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