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Пневмотранспорт гранул полиэтилена широко распространен в химической про-
мышленности благодаря таким достоинствам, как высокая производительность, эко-
логичность, простота монтажа и автоматизация управления процессом. Проведено 
математическое моделирование течения двухфазного потока (газа и гранул) с приме-
нением подходов Эйлера — Эйлера и Эйлера — Лагранжа, а также модели плотной 
дискретной фазы. Сделаны рекомендации по выбору математической модели и уточ-
нению ее параметров для описания процесса пневмотранспорта гранул полиэтилена. 
Выполнена верификация математической модели рабочего процесса Эйлера —
 Эйлера путем сравнения с экспериментальными данными, расхождение не превыси-
ло 5 %. С помощью математической модели течения двухфазного потока Эйлера —
 Эйлера исследовано влияние различных факторов на основные характеристики си-
стемы пневмотранспорта гранул полиэтилена. 
EDN: WREPEZ, https://elibrary/wrepez 
Ключевые слова: пневмотранспорт, гранулы полиэтилена, двухфазный поток, мате-
матическое моделирование, колено трубопровода 

Pneumatic transportation of the polyethylene granules is widely used in the chemical indus-
try due to a number of advantages. They include high productivity, ecological friendliness, 
ease in installation, and automated process control. The paper presents results of mathemat-
ical simulation of a two-phase flow (gas and granules) using the Euler-Euler and Euler-
Lagrange approaches, as well as of the dense discrete phase model. It provides recommenda-
tions in selecting a mathematical model and refining its parameters to describe the process 
of the polyethylene granules pneumatic transportation. Mathematical model of the Euler-
Euler working process is verified by comparing it with the experimental data. The discrep-
ancy is not exceeding 5%. The two-phase flow Euler-Euler mathematical model makes it 
possible to study the influence of various factors on main characteristics of the polyethylene 
granules pneumatic transportation system. 
EDN: WREPEZ, https://elibrary/wrepez 
Keywords:pneumatic transportation, polyethylene granules, two-phase flow, mathematical 
simulation, pipeline bend  
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Система пневмотранспорта — это комплекс 
устройств, обеспечивающих перемещение сы-
пучих материалов (гранул полиэтилена, песка, 
муки, цемента и др.) с помощью сжатого или 
разреженного газа. В большинстве установок в 
качестве транспортирующего газа выступает 
воздух. 

Пневмотранспорт широко применяют для 
транспортирования гранул полиэтилена в силу 
высокой производительности, компактности, 
эргономичности, экологичности, отсутствия 
остатков перемещаемого материала в линиях, 
относительно простого монтажа и возможно-
сти полной автоматизации управления. 

Несмотря на существенные достоинства, у 
процесса пневматического транспортирования 
гранул полиэтилена есть такие недостатки, как 
более высокая энергоемкость перемещения еди-
ницы массы материала по сравнению с таковой 
для механических видов транспорта сыпучих 
материалов и образование волокон полиэтилена 
на внутренней поверхности трубопровода. 

Как показал анализ работ [1–7], образование 
полиэтиленовых лент на внутренних стенках 
трубопровода является малоизученным про-
цессом и оказывает негативное воздействие на 
систему пневмотранспорта, увеличивая потери 
давления газа, уменьшая скорость транспорти-
рования и ухудшая качество материала. На это 
влияют такие параметры, как температура газа, 
шероховатость внутренней стенки, геометриче-
ские параметры элементов трубопровода и др. 

Математическое моделирование распреде-
ления в линиях системы пневмотранспорта ха-
рактерных параметров двухфазного потока — 
перепада давления газа, концентрации твердых 
частиц (ТЧ), скорости движения, температуры 
ТЧ и газа, теплопередачи — является осново-
полагающим фактом для анализа течения пото-
ка в трубопроводе, достижения оптимальной 
конструкции системы пневмотранспорта по 
выбираемым критериям. 

Цель статьи — разработка математической 
модели процесса пневматического транспор-
тирования гранул полиэтилена, учитывающей 
размеры ТЧ, сжимаемость газа, взаимодей-
ствие ТЧ друг с другом, с газом и стенками 
трубопровода. 

Моделированию транспорта сыпучих мате-
риалов посвящены работы И.М. Разумова [8], 
В.Г. Левича [9] и др. 

Существуют два подхода к математическо-
му моделированию течения двухфазных пото-

ков: Эйлера — Лагранжа и Эйлера — Эйлера 
[10, 11]. 

В подходе Эйлера — Лагранжа траектории ТЧ 
вычисляют в лагранжевой системе координат, 
положение, скорость перемещения, ускорение и 
другие параметры каждой ТЧ определяют с по-
мощью второго закона Ньютона. Газовую фазу 
рассматривают как сплошную (далее СФ) и мо-
делируют в постановке Эйлера, а твердую фазу 
(далее ДФ) — как дискретные ТЧ. 

Дискретные ТЧ могут обмениваться им-
пульсом, массой и энергией с СФ. Достоин-
ством подхода Эйлера — Лагранжа является 
получение детальной статистической инфор-
мации о движении отдельных ТЧ в результате 
интегрирования уравнений их движения (теп-
лообмена) в известном (предварительно рас-
считанном) поле скоростей (температур) несу-
щего потока. Однако этот подход можно при-
менять в разбавленных потоках, где локальные 
значения объемной доли ТЧ не превышают 
10 % [12]. 

В подходе Эйлера — Эйлера газ и ТЧ рассмат-
ривают как сплошные взаимопроникающие фа-
зы [13]. Отдельно для обеих фаз решают уравне-
ния Навье — Стокса, а ТЧ дополнительно опи-
сывают уравнениями кинетической теории 
гранулярного потока. Так как в этом подходе 
моделируют две СФ, необходимо определить 
объемную долю ДФ. Модель Эйлера — Эйлера 
позволяет моделировать любые многофазные 
течения потока, ее применимость не ограничи-
вается содержанием ТЧ в потоке. К недостаткам 
моделей такого типа можно отнести невозмож-
ность получения информации о движении от-
дельных ТЧ, а также сложность в постановке 
граничных условий для ДФ на ограничивающих 
течение потока поверхностях. 

Модель плотной ДФ, реализованная в про-
граммном комплексе ANSYS Fluent, является 
результатом объединения подходов Эйлера —
 Лагранжа и Эйлера — Эйлера. Учет объемной 
доли дискретных ТЧ в уравнениях сохранения 
массы и импульса позволяет преодолеть огра-
ничения модели Эйлера — Лагранжа по объем-
ной доле ТЧ [14]. 

Важным аспектом при анализе течения мно-
гофазных потоков является взаимодействие 
между фазами. Если СФ воздействует на ДФ 
(посредством аэродинамического сопротивле-
ния и турбулентного переноса), которая не 
влияет на СФ, то такое взаимодействие являет-
ся односторонним. В случае двустороннего вза-
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имодействия поведение ДФ и СФ взаимосвяза-
но, обмен импульсом, энергией и массой между 
фазами приводит к появлению источниковых 
членов в уравнениях для СФ. Если столкнове-
ние между ТЧ оказывает влияние на течение 
СФ, то в нем реализуется четырехстороннее 
взаимодействие. 

Выбор схемы взаимодействия зависит от 
объемной доли ТЧ и расстояния между ними. 
Так, одностороннее взаимодействие имеет место 
в достаточно разреженных потоках, где объем-
ная доля ТЧ не превышает 10–6, а среднее без-
размерное расстояние между ними менее 100. 

Четырехстороннее взаимодействие стано-
вится важным для плотных потоков, когда объ-
емная доля ТЧ превышает 10–3, а среднее без-
размерное расстояние между ТЧ более 10. При 
этом объемная доля ДФ определяется как 

   ,d dV V  

где dV  — объем ДФ; V  — объем смеси. 
Для выбора модели многофазного течения и 

схемы взаимодействия фаз необходимо оце-
нить следующие параметры системы: 

• содержание ТЧ 
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• отношение плотности ДФ d  к плотности 
СФ c  
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• среднее безразмерное расстояние между ТЧ 
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• число Стокса 

 St .d
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Здесь c  — объемная доля СФ; dd  — диаметр 
ТЧ; k = /; d  — время релаксации ТЧ — по-
стоянная времени в экспоненциальном затуха-
нии скорости перемещения ТЧ из-за сопротив-
ления; st  — время отклика системы, s s st L v  
( sL  и sv  — характерные длина и скорость си-
стемы). 

Время релаксации ТЧ 
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где c  — динамическая вязкость СФ. 

При числе Стокса ST 1  ДФ и СФ находятся 
в состоянии, близком к равновесию, фазы имеют 
одинаковое поле скоростей. В этом случае при-
менимы оба подхода, но предпочтение отдается 
подходу Эйлера — Лагранжа в силу меньших 
требований к вычислительным ресурсам. 

При числе Стокса ST 1  несущая фаза не 
влияет на движение ТЧ. В этом случае также 
применимы подходы Эйлера — Лагранжа и Эй-
лера — Эйлера, однако особое внимание необ-
ходимо уделить объемной доле ТЧ, ограничи-
вающей применение моделей Лагранжа. 
Например, в системе с характерными длиной 
0,2 м и скоростью движения 2 м/с число Стокса 
составляет 0,005 для ТЧ диаметром 300 мкм. 
В этом случае применима только модель Эйле-
ра — Эйлера, так как объемная доля ТЧ слиш-
ком высока для модели Эйлера — Лагранжа. 

Рассмотрен участок трубопровода диамет-
ром 0,2 м, входящий в состав полноразмерной 
системы пневмотранспорта полиэтилена и со-
стоящий из горизонтального длиной 4 м и вер-
тикального длиной 4 м участков, соединенных 
коленом с углом 90 и радиусом 1 м (рис. 1). 
Гранулы полиэтилена плотностью 940 кг/м3 
(взвешенная плотность 425 кг/м3) и диаметром 
2…3 мм через нагнетатель поступают в трубо-
провод и транспортируются потоком воздуха. 
Расход воздуха составляет 5,5 кг/с, расход гра-
нул — 1,75 кг/с. Число Стокса в первом при-
ближении составляет 1713, а объемная доля 
гранул полиэтилена — 10–3, что указывает на 
необходимость учета четырехстороннего взаи-
модействия фаз. 

Принимая во внимание вероятное локаль-
ное увеличение объемной доли гранул в колене 
трубопровода, для анализа двухфазного движе-

 
Рис. 1. Схема экспериментального участка системы 

пневмотранспорта полиэтилена 
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ния потока в колене системы пневмотранспор-
та полиэтилена разработаны математические 
модели рабочих процессов, основанные на под-
ходе Эйлера — Эйлера и модели плотной дис-
кретной фазы. 

Координаты сечений трубопровода приве-
дены в таблице. 

Математическая модель движения двухфаз-
ного потока, основанная на подходе Эйлера —
 Эйлера [14], включает в себя следующее: 

• уравнение переноса импульса для ДФ 
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• уравнение переноса импульса для СФ 
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• уравнение неразрывности для ДФ 
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• уравнение неразрывности для СФ 
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где t  — время; ,jdW  idW  и ,jcW  icW  — проек-
ции векторов скорости перемещения ДФ и СФ 
на оси jx  и ix ; индексы «i», «j» и «k» соответ-
ствуют ортам i, j, k; ijd  и ijc  — тензоры напря-
жений ДФ и СФ; ig  — ускорение свободного 
падения; cdK  — коэффициент взаимодействия 
СФ и ДФ; dW  и сW  — скорости движения ДФ и 
СФ. 

Тензор напряжений ДФ 
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где d  и νd — сдвиговая и объемная вязкости 
ДФ; ij  — символ Кронекера. 

Тензор напряжений СФ 
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где k  — турбулентная кинетическая энергия 
СФ; eff

c  — эффективная вязкость СФ; 
   1.c d  

При моделировании течения двухфазных 
потоков, основываясь на подходе Эйлера, ДФ 
рассматривают как псевдожидкость, для кото-
рой вводят давление ДФ dp  [15–17]. Для расче-
та давления ДФ используют уравнение [15] 

          1 2 1Θ .d d d dd d ode gp  

Здесь Θd  — кинетическая температура ТЧ 
(пропорциональна кинетической энергии ча-
стиц ДФ); de  — коэффициент релаксации ТЧ; 

odg  — радиальная функция распределения ма-
териала [13], 
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где   maxd  — максимальная объемная ДФ. 
Коэффициент взаимодействия ДФ и СФ ,cdK  

учитывающий неравномерность распределения 
ДФ и ее взаимодействие со стенками трубопро-
вода (рассчитываемый по рекомендациям рабо-
ты [18]) в зависимости от объемной доли СФ 
позволяет учитывать изменение сил взаимодей-
ствия в потоке при изменении ее концентрации: 

• при   0,8c  

      
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4
d c c c d

cd D c
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• при   0,8c  
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Здесь D  — диаметр трубопровода; DC  — ко-
эффициент лобового сопротивления ТЧ, 

      
0,68724 1 0,15 Re ,

ReD c d
c d

C  

где Red  — число Рейнольдса для ДФ. 

Координаты сечений трубопровода 

Сечение x, м  y, м Сечение x, м  y, м Сечение x, м  y, м 

1 1 0 4 4 0 7 5 3 
2 2 0 5 5 1 8 5 4 
3 3 0 6 5 2 9 5 5 
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Сдвиговая вязкость ДФ [19, 20] 
        ,d d coll d kin  

где   d coll  — вязкость от соударений;   d kin  — 
кинетическая вязкость, 
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Объемная вязкость [19] 
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Кинетическую температуру Θd  определяют 
из уравнения переноса для кинетической тем-
пературы [19]: 
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где Θdk  — коэффициент диффузии энергии 
гранул ДФ [14]; Θd  — диссипация энергии 
столкновений [14]; Θd  — коэффициент пере-
носа энергии от СФ к ДФ [14]. 

В этом выражении: 
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где 

    1 1 .
2 de  

Коэффициент теплообмена между фазами 
[14] 
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Здесь kc — коэффициент теплопроводности СФ; 
Nud  — число Нуссельта для ДФ, определяемое 
по формуле Ранца — Маршалла, 
   1/2 1/3Nu 2 0,6Re Pr ;d сd  

  Pr ,pсс c cc k  

где Prс  — число Прандтля для СФ, pсc  — 
удельная теплоемкость СФ. 

Для описания турбулентных свойств двух-
фазного потока принята k–ε-модель турбулент-
ности. Для двухфазного потока записывают 
уравнения переноса турбулентной кинетиче-
ской энергии k и скорости ее диссипации ε для 
каждой фазы отдельно с учетом межфазного 
взаимодействия: 

• уравнение переноса турбулентной кинети-
ческой энергии для ДФ dk  
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• уравнение переноса турбулентной кинети-
ческой энергии для СФ сk  
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• уравнение переноса скорости диссипации 
турбулентной кинетической энергии для ДФ d  
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• уравнение переноса скорости диссипации 
турбулентной кинетической энергии для СФ с  
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Здесь Pr ,kd  Prkс  и Pr ,d  Pr с — турбулентные 
числа Прандтля для ДФ и СФ соответственно; 

dG  и cG  — источники турбулентной кинетиче-
ской энергии для ДФ и СФ; ,cdC  ,dcC  

1 3... ,e eC C  — константы модели турбулентности; 
 ,td  tс  — турбулентные вязкости ДФ и СФ, 
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где C  — константа модели турбулентности. 
Источники турбулентной кинетической 

энергии определяют по следующим формулам 
[9]: 

• для ДФ 
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• для СФ 
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Константы dcC  и cdC  аппроксимированы 
уравнениями 
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В модели плотной ДФ моделирование СФ 
выполняли с помощью подхода Эйлера, а ДФ 
рассматривали не как псевдожидкость, а как 
твердые сферы (т. е. деформацией ТЧ и внут-
ренними течениями потока в них пренебрега-
ли) малых размеров с заданной массой .dm  
Траектории ТЧ вычисляли путем интегрирова-

ния сил, действующих на ТЧ в лагранжевой си-
стеме координат. Положение, скорость движе-
ния, ускорение и другие параметры каждой ТЧ 
определяли с помощью второго закона Ньюто-
на: 
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где r  — время релаксации ТЧ, 
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g  — ускорение свободного падения; F  — 
результирующая сила, действующая на ТЧ; 
Re  — число Рейнольдса СФ. 

Объемную долю ДФ вычисляли в ячейке, а 
затем использовали в уравнениях сохранения 
массы и импульса Эйлера [14]: 
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где , сdm   dсm  — массообмен от СФ к ДФ и от 
ДФ к СФ соответственно; qpK  — коэффициент 
обмена импульсом между фазами; DPMS  — 
источниковый член; DPMW  — осредненная 
скорость движения частиц ДФ. 

Численное моделирование течения двухфаз-
ного потока в колене системы пневмотранспор-
та полиэтилена выполняли в программном 
комплексе ANSYS Fluent. Подход Эйлера — Эй-
лера реализовывали с помощью многофазной 
модели Eulerian granular. В этой модели грану-
лы полиэтилена задавали как псевдожидкость, 
а в модели плотной ДФ, являющейся расшире-
нием модели Eulerian granular, — с помощью 
модели Discrete Phase. 

Валидацию численного моделирования про-
водили путем сравнения результатов расчета 
перепада давления между сечениями трубопро-
вода с экспериментальными данными [21]. 

Результаты сравнения экспериментальных и 
расчетных (для условий эксперимента) значе-
ний перепада давления между сечениями тру-
бопровода, полученные с использованием под-
ходов Эйлера — Эйлера и Эйлера — Лагранжа 
приведены на рис. 2. 
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Рис. 2. Результаты сравнения экспериментальных и расчетных значений перепада давления  

между сечениями трубопровода, полученные с использованием подходов Эйлера — Эйлера ( )  
и Эйлера — Лагранжа ( ) 

           
Рис. 3. Распределение объемной доли ДФ в колене (а) и сечении за коленом (б) трубопровода, полученное с 

использованием модели Эйлера — Эйлера 

           
Рис. 4. Распределение объемной доли ДФ в колене (а) и сечении за коленом (б) трубопровода, 

 полученное с использованием модели плотной ДФ 
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Сплошная линия с углом наклона 45 озна-
чает совпадение экспериментальных данных 
с расчетными. Штриховые линии ограничивают 
область расхождения расчета ±5 %. Расхожде-
ние расчетных значений перепада давления 
с использованием модели Эйлера — Эйлера с 
результатами эксперимента не превысило 5 %, 
что свидетельствует о точности модели. Рас-
хождение расчетных данных с использованием 
модели плотной ДФ с экспериментальными 
данными превысило 5 % в сечениях 1–2, 2–3,  
3–4, 5–6, 7–8, 8–9. 

Распределения объемной доли ДФ в сечениях 
трубопровода, полученные с использованием 

подходов Эйлера — Эйлера и Эйлера — Ла-
гранжа, приведены на рис. 3 и 4. Распределение 
температуры ДФ в трубопроводе показано на 
рис. 5. Объемная доля ДФ в колене увеличивает-
ся под действием сил инерции. Математическая 
модель Эйлера — Эйлера дает физически более 
верную картину перемещения ТЧ по сравнению 
с моделью плотной ДФ. 

Выводы 
1. Разработана математическая модель про-

цесса пневматического транспортирования 
гранул полиэтилена, учитывающая размеры ТЧ, 
сжимаемость газа, взаимодействие ТЧ друг с 
другом, с газом и стенками трубопровода. 

2. Установлена точность математической мо-
дели пневматического транспортирования гра-
нул, основанной на подходе Эйлера — Эйлера, 
вследствие чего ее можно использовать для вы-
бора энергоэффективных режимов работы 
пневмотранспортных установок. Расхождение 
расчетных и экспериментальных данных не пре-
высило 5 %. 

3. Показано, что по сравнению с моделью Эй-
лера модель плотной ДФ дает большее расхож-
дение результатов расчета и эксперимента и 
меньшее соответствие физическим процессам.
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