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Для повышения точности и достоверности прочностных расчетов наиболее нагру-
женных участков трубопровода, проводимых с использованием теории упругих 
стержней, применяют методы математической теории упругости, соответствующие 
краевые задачи которой решают численно или аналитически. Известными примерами 
аналитического решения служит решение задачи Ламе для трубы, находящейся под 
действием внутреннего и наружного давления, и решение задачи Сен-Венана об изги-
бе призматического стержня кольцевого поперечного сечения, заделанного на одном 
конце и нагруженного поперечной силой на другом. Естественным продолжением за-
дачи Сен-Венана является задача Мичелла, где рассматривают напряженное состоя-
ние в призматическом стержне, равномерно нагруженного по боковой поверхности. 
В научно-технической литературе задача Мичелла решена для общего случая призма-
тического стержня произвольного поперечного сечений. Поэтому практическое при-
менение имеющихся расчетных формул для кольцевого поперечного сечения трубо-
провода является затруднительным. В связи с этим рассмотрена и решена задача Ми-
челла в постановке, достаточной для нужд трубопроводного транспорта, когда на 
наружную и внутреннюю боковые поверхности воздействуют равномерно распреде-
ленные касательные напряжения, возникающие при осевом смещении и прокручива-
нии трубопровода в грунте, а также при транспортировании высоковязких продук-
тов. Точное решение задачи Мичелла получено в напряжениях. Предварительно 
найдено приближенное решение задачи методами сопротивления материалов. Пока-
зано, что теория упругих стержней дает достоверные результаты для напряжений, а 
также достаточно точные результаты для перемещений, несмотря на депланацию по-
перечных сечений. Полученные результаты также могут быть полезны при разработ-
ке логически непротиворечивых математических моделей упругих стержней, работы 
над которыми ведутся по настоящее время. 
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To improve accuracy and reliability in strength computation of the most loaded pipeline 
sections carried out using the theory of elastic rods, methods of the mathematical theory of 
elasticity are used. Their corresponding boundary value problems are solved numerically or 
analytically. Well-known examples of the analytical solutions include solution of the Lame 
problem for a pipe exposed to internal and external pressure and solution of the Saint-
Venant problem on the bending of a prismatic rod with the annular cross-section sealed at 
one end and loaded with a transverse force at the other. The Mitchell’s problem is a natural 
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continuation of the Saint-Venant problem, as it considers the stress state in a prismatic rod 
uniformly loaded along the lateral surface. The scientific and technical literature provides 
solutions to the Michell’s problem for a general case of the prismatic rod with the arbitrary 
cross-section. Therefore, practical application of the available computation formulas for the 
pipeline annular cross-section is problematic. The paper considers and solves the Michell’s 
problem in a formulation satisfying the pipeline transportation requirements, when the out-
er and inner side surfaces are exposed to the uniformly distributed tangential stresses arising 
from the axial displacement and pipeline twisting in the ground, as well as in transportation 
of the highly viscous products. Exact solution to the Michell’s problem is obtained in stress-
es. An approximate solution to the problem was preliminarily found by the methods of 
strength of materials. The paper shows that the theory of elastic rods provides reliable re-
sults for stresses, as well as fairly accurate results for the displacements, despite the cross sec-
tions warping. The results obtained could also be useful in developing the logically con-
sistent mathematical models of elastic rods, work on which is still underway. 

EDN: JZQNYC, https://elibrary/jzqnyc 

Keywords: prismatic rod, annular cross-section, Michell’s problem, rod tension and torsion 
model, exact solution in stresses 

Транспортирование нефти и газа по маги-
стральным трубопроводам занимает особое ме-
сто в экономике нашей страны. Для обеспече-
ния надежности и безопасности трубопроводов 
к расчетам привлекают их балочные, оболочеч-
ные и объемные модели [1]. 

Для расчета параметров напряженно-
деформированного состояния (НДС) проекти-
руемого или эксплуатируемого трубопровода в 
основном используют балочную модель, где 
трубопровод рассматривают как балку (стер-
жень) с кольцевым поперечным сечением [2–4]. 

Предлагаются новые подходы к описанию 
НДС трубопровода как по балочной модели, 
так и других стержневых конструкций [5–8]. 
Но, строго говоря, балочная модель позволяет 
приближенно находить только основные на-
пряжения, т. е. действующие в поперечном се-
чении стержня нормальные напряжения при 
растяжении и изгибе, а также касательные 
напряжения при кручении. В типичной для 
теории стержней ситуации эти напряжения яв-
ляются преобладающими, что позволяет прене-
бречь остальными, так сказать, дополнитель-
ными напряжениями. Иными словами, про-
блема определения напряжений выходит за 
рамки теории стержней [7]. 

При анализе НДС нагруженных участков 
трубопроводных конструкций более общую кар-
тину дают точные решения классической теории 
упругости. Наиболее известной задачей класси-
ческой теории упругости, напрямую относящей-
ся к вопросам прочности трубопроводов, явля-
ется задача Ламе для прямой трубы кольцевого 
поперечного сечения, находящейся под действи-

ем внутреннего и внешнего давления. Точное 
решение задачи Ламе широко представлено в 
научно-технической литературе [9–12]. 

Другой по важности является задача Сен-
Венана об изгибе заделанной балки поперечной 
силой, действующей на ее конце. Для кольцево-
го поперечного сечения точное решение задачи 
Сен-Венана приведено в работе [13]. В отличие 
от формулы Журавского [14, 15] оно позволяет 
точно оценить распределение касательных 
напряжений при действии поперечных сил. 

Естественным продолжением задачи Сен-
Венана является задача Мичелла [16], где рас-
сматривают напряженное состояние в призма-
тическом стержне, равномерно нагруженном 
по его боковой поверхности. Такое нагружение 
возникает, например, при взаимодействии тру-
бопровода с грунтом [17] и при транспортиро-
вании по трубопроводу высоковязкой нефти 
[18]. В научно-технической литературе решение 
задачи Мичелла приведено для общего случая 
призматического стержня произвольного по-
перечного сечения. Поэтому практическое 
применение имеющихся расчетных формул для 
кольцевого поперечного сечения трубопровода 
является затруднительным. 

Цель работы — точное решение задачи Ми-
челла в постановке, достаточной для нужд тру-
бопроводного транспорта: на наружной и внут-
ренней боковой поверхностях трубы действуют 
равномерно распределенные касательные 
напряжения. 

Для точного решения задачи Мичелла ис-
пользован полуобратный метод Сен-Венана в 
напряжениях. Предварительно было найдено 
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приближенное решение задачи методами со-
противления материалов. 

 
Постановка задачи. Прямой трубчатый стер-
жень длиной l  с внутренним 1r  и наружным 2r  
радиусами нагружен по внутренней и наруж-
ной боковым поверхностям равномерно рас-
пределенными касательными напряжениями: 
растягивающими 1 ,ext

z  2
ext

z  и крутящими 1 ,ext  

2
ext  (рис. 1). 

Ось z  декартовой системы координат сов-
мещена с геометрической осью трубы, начало 
координат O  совпадает с центром тяжести 
левого поперечного сечения, которое закреп-
лено по контуру радиуса 1r . Правое попереч-
ное сечение свободно от нагрузок. Цилиндри-
ческая система координат ,r  ,  z  связана с 
декартовой системой координат ,x  ,y  z  об-
щепринятым образом (на рис. 1 не показана). 
Требуется определить НДС в точках трубчато-
го стержня. 

 
Приближенное решение методами сопро-

тивления материалов. В рассматриваемой за-
даче (см. рис. 1) математическая модель растя-
жения и кручения стержня включает в себя 
дифференциальные уравнения [14, 15] 
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с граничными условиями 
   0;
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M   
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  (4) 

Здесь N  — продольное усилие; zq  — погонная 
(на единицу длины стержня) внешняя силовая 
нагрузка; zu  — осевое перемещение; E  — мо-
дуль Юнга; F  и pJ  — площадь и полярный 
момент поперечного сечения; zM  — крутящий 
момент; zm  — погонная внешняя моментная 
нагрузка; z  — угол закручивания; G  — мо-
дуль сдвига. 

В выражениях (1) и (2): 

    2 2
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zm r r   (7) 

Решение задач (1)–(7) имеет вид 
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Возникающие в поперечных сечениях осевое 
нормальное напряжение z  и окружное каса-
тельное напряжение  z  определяются выра-
жениями [14, 15] 
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Осевые zu  и окружные u  перемещения вы-
числяются как 
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Формулы (10)–(13) получены на основании 
выражений (8), (9) с учетом соотношений (5)–
(7). 

По закону парности внешние осевые каса-
тельные напряжения 1 ,ext

z  2
ext

z  и внешние 
окружные касательные напряжения 1 ,ext  2

ext  
 

Рис. 1. Расчетная схема трубчатого стержня 
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(см. рис. 1) должны вызывать внутренние каса-
тельные напряжения rz  и  z  соответственно. 
Чтобы определить распределение указанных 
касательных напряжений, можно воспользо-
ваться приемом, который в сопротивлении ма-
териалов приводит к формуле Журавского для 
распределения касательных напряжений при 
поперечном изгибе балки. 

Рассмотрим элемент трубчатого стержня 
бесконечно малой длины dz  с наружным 2r  и 
внутренним r  радиусами (рис. 2). К наружной 
боковой поверхности элемента приложены 
осевые 2

ext
z  и окружные 2

ext  внешние касатель-
ные напряжения, а к внутренней боковой по-
верхности — искомые касательные напряже-
ния — осевые rz  и окружные  .z  

В поперечных сечениях элемента действуют 
продольная сила N  и крутящий момент 

zM , 
которые с учетом выражений (10) и (11) имеют 
вид 
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где F  — площадь поперечного сечения эле-
мента. 

Рассмотрим равновесие элемента стержня 
(рис. 2) и составим уравнение проекций сил на 

ось z  и уравнение моментов относительно 
оси z : 
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После подстановки в эти формулы выраже-
ний (14) и (15) получаем 
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Таким образом, осталось выяснить, насколь-
ко точными являются приближенные форму-
лы (10)–(13), (16), (17). 

 
Точное решение в напряжениях. Будем следо-
вать полуобратному методу Сен-Венана [9–12]. 
На основании решения (10), (11), (16), (17), по-
лученного методами сопротивления материа-
лов, принимаем в качестве гипотезы следу-
ющее: 
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Рис. 2. Расчетная схема элемента трубчатого стержня 
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Здесь ,rrT   ,T  ,zzT   ,rT  rzT  и zT  — тензорные 
обозначения, использованные вместо техниче-
ских обозначений Кармана  ,r   ,   ,z   ,r  
rz  и  .z  

Математическая модель упругого деформи-
руемого твердого тела классической теории 
упругости при отсутствии внешних массовых 
сил включает в себя: 

� уравнения равновесия [10] 
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� обратный закон Гука 
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� дифференциальные зависимости Коши для 
компонентов тензора деформации 
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� уравнения совместности деформаций Сен-
Венана 
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  (25) 

где   — коэффициент Пуассона, связанный с 
модулем сдвига через модуль Юнга следующим 
образом: 

 
 
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

;
2 1

E
G   (26) 

  — среднее напряжение, 

    ;
3

rr zzT T T
  (27) 

ij  — символы Кронекера. 
Приведенные соотношения получены для 

цилиндрической системы координат. 
Отметим, что принятая гипотеза (18)–(21) 

автоматически удовлетворяет граничным усло-
виям на боковых поверхностях трубы (см. 
рис. 1) 
  

2
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T    
1 1 .ext

rz zr r
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Благодаря ранее принятым граничным усло-
виям (3) и (4) соблюдено условие отсутствия 
нагрузок на правом поперечном сечении 
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Остальные граничные условия сформулиру-
ем позже. 

После подстановки выражений (18)–(21) в 
уравнения равновесия (22) очевидным образом 
убеждаемся в их строгом соблюдении. 

Подставляя выражения (18)–(21) в обрат-
ный закон Гука (23), с учетом формул (26) и 
(27) определяем компоненты тензора дефор-
маций 

 
   
        

  
2 12 1

2 2
2 1

;
1

ext ext
z z

rr
r r

l z
r r

  

 
        

  
2 12 1

2 2
2 1

;
1

ext ext
z z

zz

r r
l z

r r
 



16 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #12(777) 2024 

 
 

   



   

  
 

          

4 4
2 1

2 2
1 22 2 2 2 2

2 2 1 1 1 2 2 1 2

1

2

;

r

ext ext ext ext

r r

r r
r r r r r

r

  

 
 

   

  
 

          

2 2
2 1

1 2
2 1 1 22 1 2 1

1

2

;

rz

ext ext ext ext
z z z z

r r

r r
r r r r r

r

 

     


  
  

 

2 2
2 2 1 1

4 4
2 1

2 .
ext ext

z

r r
r l z

r r
  (28) 

Подстановка выражений (28) в уравнения 
совместности деформаций Сен-Венана (25) по-
казывает, что они выполняются полностью. 

Чтобы найти перемещения, обратимся к 
дифференциальным зависимостям Коши в ци-
линдрической системе координат (24). Приме-
нительно к рассматриваемой задаче, которая 
является осесимметричной, запишем 
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или с учетом выражений (28) 
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Тогда имеем 
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Исходя из условий закрепления (см. рис. 1) 
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интегрированием получаем 
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Обсуждение результатов. Точные выраже-
ния (29)–(31) для перемещений показывают, 
что при действии внешних растягивающих 
нагрузок имеет место депланация поперечных 
сечений, которая неоднородна по длине трубы. 
Напротив, при действии закручивающих 
внешних нагрузок поперечные сечения оста-
ются плоскими. На внутренней боковой по-
верхности (т. е. при  1r r ) точные формулы 
для осевых (30) и окружных (31) перемещений 
совпадают с соответствующими приближен-
ными формулами (12) и (13) сопротивления 
материалов. 

Выражения для напряжений (18)–(21), по-
лученные методами сопротивления материа-
лов, являются точными с точки зрения класси-
ческой теории упругости. Данный факт можно 
назвать почти ожидаемым, но не закономер-
ным. Например, формула Журавского для каса-
тельных напряжений в прямоугольном попе-
речном сечении при поперечном изгибе балки 
не относится к точным выражениям, так как 
определяемое в сопротивлении материалов 
напряженное состояние не удовлетворяет усло-
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виям совместности Сен-Венана, вследствие че-
го не может существовать в изотропном теле 
[13, 19]. 

На практике осевые нормальные напряже-
ния zzT  при растяжении и окружные касатель-
ные напряжения zT  при кручении считаются 
основными. Дополнительные касательные 
напряжения при растяжении rzT  и кручении 

 ,rT  как правило, не принимают во внимание. 
Однако в том случае, когда погонные нагрузки 

       2 12 12 0ext ext
z z zq r r   

  и        2 2
2 2 1 12 0,ext ext

zm r r  

по формулам (18) и (21) основные напряжения 
zzT  и zT  равны нулю, тогда как по выражени-

ям (19) и (20) дополнительные напряжения rzT  
и rT  отличны от нуля (рис. 3). 

В общем случае, если сравнить между собой 
формулы (18), (20) и выражения (19), (21), то 
дополнительные напряжения ,rzT  rT  могут 
иметь такой же порядок величины, как и ос-
новные напряжения ,zzT  zT  для коротких 
труб, длина которых соизмерима со средним 
радиусом. Но и для коротких труб соотношение 
значений напряжений ,rzT  rT  и ,zzT  zT  зави-
сит от характера нагружения. 

Например (рис. 4), когда   2 1
ext ext

z z  и 

   2 1 ,ext ext  дополнительные напряжения ,rzT  
rT  распределены по толщине стенки практи-

чески по линейному закону, а их величина в 
100 раз меньше максимального значения ос-
новных напряжений ,zzT  zT  при  0z . Напро-
тив, когда   2 1

ext ext
z z  и    2 1 ,ext ext  дополни-

тельные напряжения ,rzT  rT  распределены по-
чти по параболическому закону и имеют такой 

же порядок величины, как максимальные зна-
чения основных напряжений ,zzT  zT  при 
 0.z  

Выводы 

1. Получено точное решение задачи Мичелла 
для призматического стержня с кольцевым по-
перечным сечением. Определены напряжения и 
перемещения, возникающие в точках стержня 
под действием касательных напряжений, рав-
номерно распределенных по наружной и внут-
ренней боковым поверхностям. 

2. Проведен сравнительный анализ точного 
решения теории упругости и приближенного 

 

Рис. 3. Распределение дополнительных напряжений 
по толщине стенки стальной трубы ( E  = 200 ГПа,  
  = 0,3, 2r  = 400 мм, 1r  = l = 390 мм) при погонных 

нагрузках  0zq ,  0zm  

 

 

 

Рис. 4. Распределение дополнительных напряжений 
по толщине стенки стальной трубы (E  = 200 ГПа,  
  = 0,3, 2r  = 400 мм, 1r  = l = 390 мм) при   2 1 ,ext ext

z z  
   2 1

ext ext  (а) и   2 1 ,ext ext
z z     2 1

ext ext  (б) 
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решения сопротивления материалов. Показано, 
что в рассмотренной задаче методы техниче-
ской теории стержней позволяют получать до-
стоверные результаты для напряжений в таком 
же объеме, как и точные методы классической 
теории упругости. Для перемещений прибли-
женное решение обеспечивает достаточную для 
практики точность, несмотря на депланацию 
поперечных сечений. 

3. В отдельных случаях нагружения как 
длинных стержней, так и коротких дополни-

тельные касательные напряжения, зачастую не 
принимаемые во внимание, могут быть сопо-
ставимыми по величине с основными растяги-
вающими и скручивающими напряжениями. 

4. Полученные результаты предназначены 
для проведения уточненных прочностных рас-
четов наиболее нагруженных участков трубо-
проводов и могут быть полезны при разработке 
новых логически непротиворечивых математи-
ческих моделей тонких упругих стержней по 
примеру модели, приведенной в работе [8]. 
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