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Рассмотрено применение принципа Ассура для рычажных механизмов второго ти-
па. При структурном анализе предложено разбивать механизм на начальную кине-
матическую цепь и структурные группы с нулевой подвижностью. Структурные 
группы могут содержать неподвижное звено — стойку. Начальной кинематической 
цепью предложено называть два подвижных звена, соединенных входной кинема-
тической парой. Рассмотренный модифицированный принцип Ассура позволил 
применить методику кинематического анализа рычажных механизмов первого типа 
для расчета механизмов второго типа. Методика основана на расчете кинематиче-
ских характеристик в подвижной системе координат, жестко связанной с одним из 
звеньев входной кинематической цепи. В выбранной подвижной системе координат 
механизм относится к механизмам первого типа, так как входная кинематическая 
цепь включает в себя неподвижное звено. Абсолютные значения скоростей и уско-
рений вычислены через относительные значения, рассчитанные с использованием 
матрицы поворота и теорем о сложении скоростей и ускорений при сложном дви-
жении точки. 
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The paper considers introduction of the Assur principle in lever mechanisms of the second 
type. It proposes in the structural analysis to divide the mechanism into initial kinematic 
chains and structural groups with zero mobility. Structural groups could contain a fixed 
link, i.e. a rack. The paper suggests to call the initial kinematic chain as the the two moving 
links connected by an input kinematic pair. The considered modified Assur principle makes 
it possible to apply the kinematic analysis methods of the first type to the lever mechanisms 
in computation of the second type mechanisms. The method is based on computing kine-
matic characteristics in a moving coordinate system rigidly connected with one of the links 
in the input kinematic chain. In the selected moving coordinate system, the mechanism be-
longs to the first type of mechanisms, since the input kinematic chain includes a fixed link. 
Absolute values of velocities and accelerations are computed through the calculated relative 
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values using the rotation matrix and theorems on the velocities and accelerations addition 
during the point complex motion. 

EDN: JZBTNK, https://elibrary/jzbtnk 
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Проектирование структурных схем механизмов 
занимает важное место в создании новых ма-
шин. Исследование принципов построения 
структурных схем позволяет проектировать 
механизмы с заданной подвижностью, устра-
нять избыточные связи, разрабатывать алго-
ритмы кинематического и силового расчетов. 
Решению указанных задач посвящены труды 
П.Л. Чебышева, Л.В. Ассура, И.И. Артоболев-
ского, В.В. Добровольского, К.В. Фролова, 
Н.И. Левитского, Г.Г. Баранова, В.И. Пожбелко, 
Э.Е. Пейсах, Л.Т. Дворникова, А.И. Смелягина и 
других авторов [1–14]. 

Среди различных принципов классифика-
ции и построения схем механизмов наиболь-
шее применение нашел принцип, предложен-
ный Л.В. Ассуром. В начале XX века им была 
разработана теория образования рычажных 
шарнирных механизмов. В дальнейшем этот 
принцип был распространен И.И. Артоболев-
ским на другие плоские рычажные механизмы 
(ПРМ) [1]. 

Согласно принципу Ассура, любой ПРМ 
можно образовать последовательным подсо-
единением к начальному механизму структур-
ных групп. Начальный механизм первого клас-
са состоит из стойки и входного звена, связан-
ных одноподвижной (вращательной или 
поступательной) кинематической парой (КП). 
Главным структурным элементом в рассматри-
ваемом принципе является соответствующая 
группа — группа Ассура. 

Структурная группа Ассура представляет 
собой кинематическую цепь (КЦ), которая по-
сле ее присоединения внешними КП к стойке, 
имеет нулевую степень подвижности и не мо-
жет быть расчленена на более мелкие цепи 
с нулевой подвижностью. Это классическое 
определение требует следующего уточнения. 
От структурной группы нельзя отбросить КЦ 
с нулевой подвижностью, не изменив послед-
нюю. Одноподвижную КП, в которой задан 
закон относительного движения, называют 
входной. 

В ПРМ первого типа входные КП соединяют 
стойку с входным звеном. На рис. 1 приведена 

схема ПРМ поршневого насоса. Так как его 
входное звено 1 связано со стойкой входной 
КП A, он относится к механизмам первого типа. 
По принципу Ассура рассматриваемый ПРМ 
состоит из начального механизма и двух струк-
турных групп Ассура класса II. 

Для определения класса структурных групп 
и механизма используют классификацию 
И.И. Артоболевского. Формулу строения меха-
низма записывают в порядке подсоединения 
структурных групп 

  В ВВВ ВВПI (0,1) II (2,3) II (4,5),  

где ВI (0,1)  — обозначение начального меха-
низма (ПРМ первого класса), связывающего 
входное звено 1 со стойкой 0; ВВВII (2,3)  и 

ВВПII (4,5)  — обозначение структурных групп 
второго класса, соединяющих звенья 2, 3 и 4, 5. 

В ПРМ второго типа имеется входная од-
ноподвижная КП, связывающая два подвиж-
ных звена. Ни одно из указанных звеньев не 
является входным. Для этих ПРМ нельзя при-
менять принцип Ассура, так как их невозмож-
но разбить на начальный механизм и струк-
турные группы. Схемы ПРМ второго типа, в 
которых входная кинематическая пара A со-
единяет два подвижных звена 1 и 2, приведены 
на рис. 2. 

В работе [2] предложен модифицированный 
принцип Ассура. В ПРМ второго типа, как и в 
принципе Ассура, выделяют КЦ с нулевой по-
движностью, которую можно разбить на струк-
турные группы. Для чего ликвидируют относи-
тельную подвижность двух звеньев, соединен-
ных входной КП, и отбрасывают стойку. После 
ликвидации относительной подвижности ука-

 

Рис. 1. Схема ПРМ первого типа 
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занные звенья образуют одно звено, которое 
называют условным. При подсоединении 
внешними КП к стойке образовавшаяся КЦ 
имеет нулевую подвижность и может быть раз-
бита на группы Ассура. 

Схемы КЦ для ПРМ [2], изображенных на 
рис. 2, приведены на рис. 3. Эти КЦ имеют ну-
левую подвижность и могут быть разбиты на 
группы Ассура. Первая КЦ содержит одну 
структурную группу второго класса ВВВII  
(рис. 3, а), вторая КЦ — две структурные груп-
пы второго класса ВВВII  (рис. 3, б). Условное 
звено У обозначено двойной линией. 

В механизме, показанном на рис. 4, после 
ликвидации относительной подвижности во 
входной КП A звенья 1–4 образуют одно услов-
ное звено У. Созданная КЦ содержит одну 
группу Ассура второго класса ВВВII  (рис. 4, б)

 
 

Предложенная в работе [2] модификация 
принципа Ассура имеет следующие недостатки: 

� при образовании новых механизмов необ-
ходимо к структурной группе, содержащей не-
существующее условное звено, подсоединять 
структурные группы; структурная группа, со-
держащая условное звено, является входной 
КЦ; подвижность входной КЦ W = 1, а струк-
турной группы W = 0; 

� при структурном анализе механизм разби-
вают только на структурные группы с нулевой 
подвижностью; при этом отсутствует началь-
ный механизм или входная КП; в реальном ме-
ханизме имеются два звена, образующих вход-
ную КП; 

� для входной КЦ (структурной группы 
с условным звеном) нельзя использовать алго-
ритмы кинематического анализа, разработан-
ные для ПРМ первого типа. 

Цель работы — применить принцип Ассура 
для ПРМ второго типа и на его основе рассмот-
реть алгоритм кинематического анализа. 

Предлагаем другую модификацию принципа 
Ассура, в которой отсутствует условное несу-
ществующее звено. Введем подвижную систему 
координат, жестко связанную с одним из звень-
ев входной КП, например, со звеном 1 (см. рис. 
2, а). В этой системе координат 1 1 1x O y  звено 1 
будет неподвижным, а стойка 0 — подвижным 
звеном, соединенным вращательными КП со 
звеньями 3 и 1. 

В этой системе координат механизм отно-
сится к ПРМ первого типа. По принципу Ассу-
ра в выбранной системе координат механизм 
состоит из одного начального механизма 

ПI (1,2)  и одной структурной группы второго 
класса ВВВII (3,0) . Формула строения механизма 
в подвижной системе координат имеет вид 

 П ВВВI (1,2) II (3,0).  

ПРМ, показанный на рис. 2, б, в подвижной 
системе координат 1 1 1x O y  также можно отне-
сти к ПРМ первого типа. В этой системе коор-
динат он имеет следующую формулу строения 
(рис. 5): 

  П ВВВ ВВВI (1,2) II (3,0) II (4,5).   (1) 

Формулу строения ПРМ, записанную в по-
движной системе координат, будем считать 
формулой строения ПРМ второго типа. В рас-
сматриваемых ПРМ (см. рис. 2) стойка отно-
сится к группе Ассура, а два подвижных звена 1 
и 2, соединенных входной КП, образуют вход-
ную КЦ. 

Рассмотрим развитие принципа Ассура, 
позволяющее получать новые ПРМ второго 
типа путем последовательного наслоения 

 

Рис. 3. Схемы структурных групп в ПРМ  
второго типа 

 

Рис. 2. Схемы ПРМ второго типа 
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структурных групп с нулевой подвижностью на 
начальную КЦ (НКЦ). 

Введем следующее определение. НКЦ — 
цепь, состоящая из двух подвижных звеньев, 
соединенных одноподвижной входной КП. 
НКЦ имеет на плоскости степень подвижно-
сти W = 4. После присоединения к НКЦ струк-
турных групп с нулевой подвижностью сте-
пень подвижности образовавшейся КЦ W = 4. 
Для получения ПРМ необходимо считать не-
подвижным одно звено. Остановка одного 
звена КЦ удаляет три подвижности на плоско-
сти. Таким образом, степень подвижности со-
зданного ПРМ будет равна количеству НКЦ 
(W = 4 – 3 = 1). 

Последовательность образования ПРМ, по-
казанного на рис. 2, б, приведена на рис. 6. Сте-
пень его подвижности W = 1, поэтому назначе-
на одна начальная КЦ. К этой цепи подсоеди-
нена структурная группа второго класса 

ВВВII (3,0),  а к звеньям 3 и 0 — вторая группа 
Ассура второго класса ВВВII (4,5).  

Подвижность образованной КЦ W = 4. По-
сле остановки звена 0 получаем ПРМ второго 

типа со степенью подвижности W = 4–3 = 1 
(см. рис. 2, б). Структурная формула созданного 
ПРМ имеет вид 

  П ВВВ ВВВI (1,2) II (3,0) II (4,5).  

Полученная формула совпадает с формулой 
строения (1), записанной для рассматриваемого 
механизма в подвижной системе координат 

1 1 1x O y
 
(см. рис. 2, б). В формуле строения меха-

низма нулем обозначено неподвижное звено 
(стойка). 

Если в КЦ (см. рис. 6) остановить звено 5, то 
получается ПРМ, изображенный на рис. 4, в ко-
тором изменена нумерация звеньев. Структур-
ная формула полученного ПРМ (см. рис. 4, а) 
имеет вид 

  П ВВВ ВВВI (1,2) II (3, 4) II (5,0).  

Предложенный принцип разбиения ПРМ 
второго типа позволяет проводить кинематиче-
ский анализ по структурным группам, алгорит-
мы расчета которых разработаны для ПРМ 
первого типа. Для этого сначала необходимо 
провести кинематический расчет в подвижной 

 

Рис. 4. Схемы механизма второго типа (а) и его КЦ с нулевой подвижностью (б) 

 

Рис. 5. Схема структурного анализа ПРМ в подвижной системе координат 

 

Рис. 6. Схема структурного синтеза ПРМ второго типа 
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системе координат, жестко связанной с одним 
из звеньев начальной КЦ. В этой системе коор-
динат механизм является ПРМ первого типа, 
так как одно из звеньев входной КП является 
неподвижным. 

На первом этапе расчета в подвижной си-
стеме координат используют алгоритмы расче-
та механизмов первого типа, по которым опре-
деляют углы поворота звеньев, координаты 
различных точек ПРМ, значения относитель-
ных скоростей и ускорений. 

На втором этапе расчета вычисляют значе-
ния, скоростей и ускорений в неподвижной си-
стеме координат. 

Рассмотрим формулы определения абсо-
лютных скоростей и ускорений (в неподвижной 
системе координат) через их относительные 
значения (в подвижной системе координат). На 
рис. 2 показаны три системы координат. Непо-
движная система xOy  жестко связана со стой-
кой, которая обозначена как 0. Подвижная си-
стема координат 1 1 1x O y  жестко связана с одним 
из звеньев НКЦ. Это звено обозначено циф-
рой 1. Вспомогательная система координат 
 1 1x Oy  в подвижной системе 1 1 1x O y  совершает 

поступательное движение вместе с точкой O. 
Угол поворота i , угловая скорость i  и уг-

ловое ускорение i  i-го звена в неподвижной 
системе вычисляют как 

     ;i ir e        ;i ir e         .i ir e  

Здесь φ , ωir ir  и εir  — угол поворота, угловая 
скорость и угловое ускорение i-го звена ПРМ в 
подвижной системе координат 1 1 1x O y  соответ-
ственно;  ,e e  и e  — угол поворота, угловая 
скорость и угловое ускорение подвижной си-
стемы координат 1 1 1x O y  соответственно, 

   0 ;e r      0 ;e r      0 ,e r  

где 0 ,r  0r  и 0r  — угол поворота, относи-
тельная угловая скорость и относительное уг-
ловое ускорение стойки в подвижной системе 
координат 1 1 1x O y  соответственно. 

Координаты, относительная скорость и от-
носительное ускорение произвольной точки 
ПРМ M в подвижной системе отсчета  1 1x Oy  
определяют через их значения в системе 1 1 1x O y  
следующим образом:

 

 
    
    
1 1 1 1 1 1; ;

; ,

M M O M M O

Mr Mr Or Mr Mr Or

x x x y y y

v v v a а а
  

где   1 1,  ,  M M Mrx y v  и Mra  — координаты, относи-
тельная скорость и относительное ускорение 

точки M в системе отсчета  1 1x Oy  соответствен-
но; 1 1,  ,  M M Mrx y v  и Mra  — координаты, относи-
тельная скорость и относительное ускорение 
точки M в системе отсчета 1 1x Oy  соответствен-
но; 1 1,  ,  O O Orx y v  и Ora  — координаты, относи-
тельная скорость и относительное ускорение 
точки O (начало координат неподвижной си-
стемы отсчета) в подвижной системе 1 1 1x O y  
соответственно. 

Для получения расчетных формул восполь-
зуемся теоремами о сложении скоростей и 
ускорений при сложном движении точки для 
подвижной системы координат  1 1.x Oy  Абсо-
лютные скорость и ускорение  произвольной 
точки M определяют по выражениям 

    ;M Me Mrv v v        к ,M Me M Mra a a a   (2) 

где  ,Mev  Mrv  и  ,Mea  Mra  — переносные и отно-
сительные скорости и ускорения в системе ко-
ординат  1 1x Oy  соответственно, 

     
   

       
1 1

1 1 1 1

( );

;

MMee e

Me e e e

v ω O M O O

a ω ω O M O O ε O M O O
  

 кMa  — ускорение Кориолиса,    к 2 .M e Mra ω v  
Векторные уравнения (2) в координатной 

форме на плоскости имеют вид 

   
       

1 1

1 1

;
M M O

M M O

x x x

y y y
R  

       
                

1 1

1 1

1 1
0

1 1

ω ;
Mx Mrx Orx M O

r
My Mry Ory O M

v v v y y

v v v x x
R  

      
              

     
          

1 1 1 1

1 1 1 1

0

1 1 1 12
0

1 1 1 1

2ω

ε ,

Mx Mrx Orx Mry Ory

r
My Mry Ory Orx Mrx

O M M O

or r
O M O M

a a a v v

a a a v v

x x y y

y y x x

R

 

где R  — матрица поворота в двумерном про-
странстве 

 
 

   

0 0

0 0

cosφ sinφ
.

sinφ cosφ

r r

r r

R  

По предложенной методике выполнен ки-
нематический расчет ПРМ, приведенного на 
рис. 4. Вычисления проведены при равномер-
ном законе относительного движения во вход-
ной КП: 1 м с,s   20 м сs , где s  — обоб-
щенная координата. 

Зависимости проекций скоростей точки C от 
обобщенной координаты s приведены на рис. 7, 
зависимости проекций ускорений точки C от 
обобщенной координаты s — на рис. 8. 
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Предложенная модификация принципа Ас-
сура также позволяет проводить силовой рас-
чет ПРМ второго типа по структурным груп-
пам. На первом этапе расчета необходимо 
найти главный вектор и главный момент реак-
тивных сил, действующих на стойку со стороны 
фундамента. Указанные величины определяют 
из трех уравнений кинетостатики, записанных 
для механизма в целом. 

На втором этапе расчета выполняют сило-
вой расчет групп Ассура и начального меха-
низма. При составлении уравнений кинетоста-
тики к стойке вместо главного вектора и глав-

ного момента сил инерции прикладывают 
главный вектор и главный момент реактивный 
сил. 

Выводы 

1. Предложен принцип образования ПРМ 
второго типа, который является развитием 
принципа Ассура. 

2. Разработана методика кинематического 
анализа ПРМ второго типа по структурным 
группам с использованием подвижной системы 
координат.  
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Рис. 7. Зависимости проекций скоростей точки C  
oт обобщенной координаты s: 

а — проекций относительной скорости на ось 1x  1Crxv   
и абсолютной скорости на ось x ;Cxv  

б — проекций относительной скорости на ось 1y  1Cryv   
и абсолютной скорости на ось y Cryv  

 

 

Рис. 8. Зависимости проекций ускорений точки C  
oт обобщенной координаты s: 

а — проекций относительного ускорения на ось 1x  1Crxa  
и абсолютного ускорения на ось x ;Cxa  

б — проекций относительного ускорения на ось 1y  1Crya  
и абсолютного ускорения на ось y Cya  
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