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Рычажные приводы, построенные на основе различных механизмов, являются важ-
ным узлом цикловых машин-автоматов. Применение многозвенных кривошипно-
ползунных механизмов позволяет решить проблему реализации сложной циклограм-
мы с приближенной остановкой выходного звена, но приводит к необходимости глу-
бокого исследования кинематики. Изучение функций положения (шатунных кри-
вых), скорости и ускорения подвижных сочленений оказывается недостаточным для 
анализа особых положений звеньев. Предложен метод анализа качества передачи 
движения на основе плюккеровых координат кинематических винтов, который поз-
волил в компактной форме получить дополнительные кинематические характеристи-
ки, в частности определители матриц для входного и выходного звеньев, а также ко-
эффициент передачи, определяемый как их отношение. Вырождение определителя 
матриц для входного звена соответствует особому (сингулярному) положению иссле-
дуемого рычажного механизма, в то время как близкий к нулю определитель матриц 
для выходного звена свидетельствует о наличии его приближенного выстоя. 
EDN: GQSTBU, https://elibrary/gqstbu 
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Lever drives based on various mechanisms are important units in the cyclic automatic ma-
chines. Using the multi-link crank-slider mechanisms makes it possible to solve the problem 
of implementing a complex cyclogram with the output link approximate stoppage, but leads 
to the need for a deep research in kinematics.  Studying the functions of position (connect-
ing rod curves), speed and acceleration of the movable joints turns out to be insufficient for 
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analyzing special positions of the links. The paper proposes a method for analyzing the mo-
tion transfer quality based on the kinematic screw Plucker coordinates making it possible to 
obtain additional kinematic characteristics in a compact form, in particular, the matrices de-
terminants for the input and output links, as well as the transfer coefficient defined as their 
ratio. Matrices determinant degeneration for the input link corresponds to a special (singu-
lar) position of the lever mechanism under study. At the same time, the matrices determi-
nant for the output link being close to zero indicates the presence of its approximate dwell. 
EDN: GQSTBU, https://elibrary/gqstbu 
Keywords: multi-link lever mechanism, kinematic characteristics, Plucker coordinates, kin-
ematic screw, motion transfer quality, special positions 

Изучению кинематических характеристик ры-
чажных механизмов посвящено большое коли-
чество работ российских и зарубежных авторов 
[1–5]. Разнообразие структурных схем много-
звенных рычажных механизмов порождает 
необходимость разработки уникальной матема-
тической модели задачи о положениях по-
движных звеньев, представляющей собой си-
стему иррациональных алгебраических или 
матричных уравнений, которую нельзя решить 
в явном виде [1, 3, 4]. Существуют общие под-
ходы к построению модели кинематики, в част-
ности методы замкнутых векторных контуров, 
преобразования координат, Денавита — Хар-
тенберга, размыкания структурной группы и 
смены входного звена [1–5]. 

Результаты структурного и геометрического 
синтеза в совокупности с кинематическими ха-
рактеристиками дают возможность изучения 
природы особых (сингулярных) положений 
подвижных сочленений механизма. Большая 
часть исследований в этой области направлена 
на обнаружение и анализ особых положений в 
рычажных механизмах параллельной структу-
ры [6–10], но есть и публикации, посвященные 
обсуждению механизмов последовательной 
структуры [11, 12]. 

Анализ регулярных и особых положений 
подвижных сочленений механизма также вы-
полняют с помощью различных математиче-
ских аппаратов, таких как матрицы Якоби и 
Гесса [13], дифференциальная геометрия [14], 
винтовое исчисление [6–10] и алгебра Грассма-
на [15]. 

Среди математических аппаратов винтовое 
исчисление, предложенное Ф.М. Диметбергом и 
примененное в работах многих авторов [6–10, 
16], представляет наибольший интерес, так как 
позволяет формировать признаки особых по-
ложений звеньев, изучать их независимо от па-
раметров связи между сочленениями и синте-
зировать алгоритмы градиентного выхода из 

этих положений в первую очередь для про-
странственных механизмов параллельной 
структуры. 

Цель статьи — разработка метода анализа 
качества передачи движения в многозвенном 
плоском кривошипно-ползунном механизме 
(КПМ) на основе плюккеровых координат ки-
нематических винтов подвижных сочленений 
для обнаружения особых положений звеньев и 
оценки степени близости к ним, а также вычис-
ления коэффициента передачи как характери-
стики коэффициента полезного действия ры-
чажного привода. 

 
Кинематический анализ многозвенного плос-
кого КПМ. В машиностроении, полиграфиче-
ской, легкой и пищевой отраслях промышлен-
ности широко применяются цикловые техноло-
гические машины — автоматы, приводы 
исполнительных механизмов которых совер-
шают возвратно-поступательные движения с 
остановкой конечной продолжительности в 
одном или двух крайних положениях. 

Выходное звено семизвенного плоского 
КПМ четвертого класса (рис. 1) [17] реализует 
заданную функцию положения с одним интер-
валом приближенного выстоя конечной про-
должительности (табл. 1). На основании требо-
ваний к габаритным размерам и положению 
мест крепления проектируемого рычажного 
привода приняты значения координат непо-
движных шарниров А и Н и положение 
направляющей ползуна С в системе коорди-
нат Аху, связанной с неподвижной стойкой:  
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На основании предложенной в работе [18] 
методики графоаналитического геометрическо-
го синтеза построена кинематическая схема ме-
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ханизма в положениях, соответствующих мгно-
венной остановке выходного звена (индекс «0» 
в обозначении центров подвижных шарниров 
на рис. 1), а также началу, середине и концу ин-
тервала приближенной остановки ползуна  С 
(индексы «1», «UU» и «2» на рис. 1). Дополни-
тельно задан ряд свободных параметров: 
     , , , , , .H G C G K  В результате, получены зна-
чения линейных и угловых параметров звеньев 
(табл. 2). 

Схема расчета положений подвижных со-
членений КПМ четвертого класса приведена на 
рис. 2, где введены дополнительные угловые 
координаты   и   шарниров Н и С треуголь-
ных звеньев GHL и LCK соответственно. 

Модель кинематики получена в виде, при-
годном для численного решения в специализи-
рованном математическом пакете. Одна часть 
уравнений записана с помощью координатного 
метода, другая — как декартовое расстояние 
между точками на плоскости: 

• для кривошипа АВ 
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• для центров шарниров  ,L LL x y  и 
 ,G GG x y  коромысла GHL 
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• для центров шарниров  ,L LL x y  и 
 ,K KK x y  треугольного звена LCK 
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Дополнительно введены функции невязок, 
составленные для двухповодковых шатунов ВЕ, 
GE и ЕK: 

 
   
   
   

     


    
     

2 2 2

2 2 2

2 2 2

0;
0;
0.

B E B E

G E G E

K E K E

x x y y b
x x y y e
x x y y k

 

 
Рис. 1. Схема графоаналитического геометрического 

синтеза семизвенного плоского КПМ четвертого 
класса с приближенным выстоем выходного звена 

Таблица 1 
Параметры функции перемещения  

выходного звена 

Параметр Значение 

Угол поворота кривошипа за первый 
интервал движения 1,  град 

120 

Угол поворота кривошипа в интервале 
выстоя в ,  град 

120 

Ход выходного звена  210 ,RS  м 10 

     
Таблица 2 

Значения линейных и угловых параметров  
рассматриваемого КПМ 

Параметр Значение Параметр Значение 

 210 ,a  м 40,000  210 ,r  м 68,205 

 210 ,b  м 57,000  210 ,t  м 131,901 

 210 ,e  м 65,000  ,H  град 64,057 

 210 ,k  м 27,000  ,C  град 31,398 

 210 ,p  м 120,369  210 ,q м 33,297 

      

 
Рис. 2. Схема расчета положений подвижных 

сочленений КПМ четвертого класса 
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В качестве начальных условий для числен-
ного решения задачи кинематики на этапе гео-
метрического синтеза использованы значения 
координат подвижных сочленений в момент 
мгновенной остановки, когда обобщенная ко-
ордината — угол поворота входного кривоши-
па АВ равен нулю, т. е.   0  (табл. 3). 

В результате сформирован массив числен-
ных значений декартовых и угловых координат 
центров шарниров подвижных звеньев за один 
цикл работы КПМ. Зависимости кинематиче-
ских характеристик (функции положения  S , 
аналогов скорости движения    v dS d  и 
ускорения    2 2a d S d ) выходного ползу-
на С от функции обобщенной координаты 
     0 360t  приведены на рис. 3. 

Полученные графики кинематических ха-
рактеристик семизвенного КПМ четвертого 
класса подтверждают реализацию выходным 
звеном заданной функции положения, демон-
стрируют «несимметричный» характер измене-
ния аналогов скорости и ускорения на прямом 
и обратном участках движения. На участке 
приближенного выстоя наблюдается колеба-
тельный характер изменения кинематических 
характеристик, что обусловлено многократным 
прохождением диадами АВЕ, GEK и HLC осо-
бых положений, когда шарниры соответствую-
щих двухзвенных структурных групп выстраи-
ваются в линию. 

Чтобы проверить гипотезу о том, что благо-
даря внутреннему изменяемому контуру и дей-
ствию сил инерции рассматриваемый много-
звенный рычажный механизм в процессе дви-
жения способен преодолеть особые положения 
без потери управляемости, необходимо на ос-

нове плюккеровых координат кинематических 
винтов построить математическую модель для 
оценки близости критических положений и 
оценить их влияние на достижение предельных 
значений кинематических характеристик. 

 
Метод анализа качества передачи движения в 
плоском КПМ. В работе [19] предложен метод 
анализа качества передачи движения в плоском 
многозвенном кривошипно-коромысловом ме-

Таблица 3 
Начальные условия задачи кинематики 

Параметр Значение 

 ,B BB x y   40,000; 0,000  

 ,E EE x y   16,482; 7,666  

 ,G GG x y   56,037; 59,245  

 ,K KK x y   43,445; 9,077  

 ,L LL x y   1,192; 48,717  

 ,C CC x y   30,000; 110,539  

,  рад 1,146 

,  рад 0,628 
 

 

 

 
Рис. 3. Зависимости функции положения  S  (а), 

аналогов скорости движения  v  (б)  
и ускорения  a  (в) выходного ползуна  

от функции обобщенной координаты   t  
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ханизме четвертого класса вблизи особых по-
ложений, основанный на изучении матриц 
плюккеровых координат кинематических вин-
тов, записанных относительно входного и вы-
ходного звеньев, а также соотношений их опре-
делителей. 

В табл. 4 сформированы плюккеровы коор-
динаты  0 0 0, , , , ,x y z x y z  кинематических вин-
тов шарниров А, В, Е, G, H, K, L и С и ползу-
на С, где первые три составляющие  , ,x y z  
описывают векторную часть, а  0 0 0, ,x y z  — 
моментную часть винта. Шарнир Е объединяет 
три двухзвенные кинематические пары ВЕ, EG 
и ЕK (см. рис. 2), поэтому отдельно выделены 
угловые скорости Eω  и Eω  вращения звеньев 
EG и ЕK относительно ВЕ и GE соответственно. 

В исследуемом плоском семизвенном КПМ 
выделены три замкнутых контура ABEGH, 
LKEG и HLCC, сформированы уравнения рав-
новесия 

 
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Проецируя зависимости (1) на оси непо-
движной декартовой системы координат Аху 

(см. рис. 2), составляют систему уравнений от-
носительно неизвестных значений модулей 
моментов кинематических винтов шарниров 
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В матричной форме система уравнений (2) 
принимает вид 

         1 1 0,A AΔ Ω Δ   (3) 

где  1Δ  — матрица коэффициентов, 
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1Ω  — вектор неизвестных параметров, 

             T
1 , , , , , , , , ;B E G H K L C C EΩ  

 AΔ  — вектор коэффициентов при свобод-
ном члене A  (скалярном значении), 
       T0 0 0 0 0 0 1 .A A Ay xΔ  

Семизвенный рычажный КПМ четвертого 
класса находится в состоянии равновесия только 
тогда, когда при неподвижном входном криво-
шипе АВ система уравнений (3) имеет нетриви-
альное решение. Вырождение матрицы коэффи-
циентов  1Δ  соответствует особому положе-
нию исследуемого рычажного механизма. 

Обратная задача анализа качества передачи 
движения в семизвенном КПМ предполагает 
решение исходной системы уравнений (2)  
относительно нового вектора неизвестных 

          T( , , , , , , , , ) :n B E G H K L C A EΩ  
           0,n n C CΔ Ω Δ  

где  nΔ  — матрица коэффициентов, 

Таблица 4 
Плюккеровы координаты  

вращательных шарниров КПМ 

Угловая 
скорость Координаты 

Aω     
 

  



0 0 00,0,1, , , 0,0,1, , ,0

0,0,1,0,0,0

A AA A Ax y z y x
 

Bω      0 0 00,0,1, , , 0,0,1, , ,0B BB B Bx y z y x  

Eω      0 0 00,0,1, , , 0,0,1, , ,0E EE E Ex y z y x  

Gω      0 0 00,0,1, , , 0,0,1, , ,0G GG G Gx y z y x  

Hω     
 

  

 

0 0 00,0,1, , , 0,0,1, , ,0

0,0,1,80, 30,0

H HH H Hx y z y x
 

Kω      0 0 00,0,1, , , 0,0,1, , ,0K KK K Kx y z y x  

Eω      0 0 00,0,1, , , 0,0,1, , ,0E EE E Ex y z y x  

Lω      0 0 00,0,1, , , 0,0,1, , ,0L LL L Lx y z y x  

Cω      0 0 00,0,1, , , 0,0,1, , ,0C CC C Cx y z y x  

Cω     0 0 00,0,0, , , 0,0,0,0,1,0C C Cx y z  
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   nΔ  

 
 
     
 
   

    
 
 
    

1 1 1 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 1 0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 0 ;
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

B E G H A
B E G H A

G K L E
G K L E

H L C
H L C

y y y y y
x x x x x

y y y y
x x x x

y y y
x x x

(5) 

 CΔ  — вектор коэффициентов при свобод-
ном члене C  (скалярном значении), 
      T0 0 0 0 0 0 0 1 0 .CΔ  

Диаграммы изменения определителей мат-
риц плюккеровых координат   1  и   n  
согласно формулам (4) и (5) за полный оборот 
входного кривошипа АВ показаны на рис. 4, а 
и б. 

Как видно из рис. 4, а, за полный оборот 
входного кривошипа диада HLC исследуемого 

рычажного механизма преодолевает особые 
положения несколько раз в течение интервала 
приближенного выстоя выходного ползуна. Так 
как график функции   1  не содержит точек 
разрыва, КПМ за счет сил инерции преодолева-
ет эти положения, неуправляемой подвижно-
сти в сочленениях не появляется. Изменение 
функции   n  на рис. 4, б еще раз доказывает 
корректность результатов синтеза, а именно 
реализацию заданной циклограммы. 

Одной из характеристик КПМ как исполни-
тельного механизма в составе привода является 
коэффициент передачи движения, отражаю-
щий коэффициент полезного действия цикло-
вой машины-автомата. В литературе описаны 
различные методики расчета этого параметра, 
например, как отношение скоростей выходного 
и входного звеньев [2]. 

Аналогичную характеристику механизма 
можно получить, если рассмотреть отношение 
определителей матриц плюккеровых координат 

    
 

 
 

 1
.nk  

На основе полученного массива численных 
значений определителей   1  и   n  по-
строен график зависимости коэффициента пе-
редачи  k  от обобщенной координаты   t , 
показанный на рис. 5. 

Как следует из рисунка, наибольшие пере-
грузки наблюдаются в конце интервала выстоя, 
т.  е.    1 120t  и    2 240 .t  Смена знака 
функции  k  связана с прямым и обратным 
ходом выходного звена за один рабочий цикл. 
Минимальное и максимальное значения харак-
теристика достигает на границах интервала 
приближенной остановки. 

 

 
Рис. 4. Диаграммы изменения определителей матриц 

плюккеровых координат   1  (а) и   n  (б)  
за полный оборот входного кривошипа 

 
Рис. 5. Зависимость коэффициента передачи  k  

от обобщенной координаты ( )t  
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Выводы 

1. Рассмотрен плоский многозвенный КПМ, 
реализующий заданную функцию положения 
рабочего органа с одним приближенным вы-
стоем конечной продолжительности, что обес-
печивается движением кинематических пар 
отдельных четырехзвенных групп в составе 
структурой схемы вблизи особых положений. 

2. На основе сформированной математиче-
ской модели получены кинематические харак-
теристики подвижных сочленений. Установле-
но, что рассчитанные на этапе геометрического 
синтеза линейные и угловые параметры обес-
печивают выполнение заданных функциональ-
ных требований. 

3. Предложен метод анализа качества пере-
дачи движения в плоском многозвенном КПМ 
на основе плюккеровых координат кинемати-

ческих винтов. Применение этого метода поз-
волило оценить количество особых положений 
отдельных диад, а также доказать, что функция 
положения остается непрерывной, а, следова-
тельно, не возникает проблемы появления не-
управляемой подвижности. 

4. На основе предложенного метода предло-
жена методика расчета коэффициента передачи 
движения. На основании построенного графи-
ка функции  k  установлено, что моменты 
начала и окончания интервала приближенной 
остановки выходного ползуна сопряжены с 
резким изменением характера движения. 

5. Полученные данные о кинематике плоско-
го многозвенного КПМ позволят сформулиро-
вать рекомендации по изготовлению деталей 
рычажного привода, направленные на увеличе-
ние его ресурса и снижение вибрации в процес-
се эксплуатации. 
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