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В математических моделях трехслойных конструкций реальные заполнители сложной 
структуры (сотовые, гофрированные, складчатые и др.) заменяют условным однород-
ным слоем с приведенными характеристиками упругости. Одной из важнейших харак-
теристик заполнителя является жесткость при сдвиге. Получить ее значение непосред-
ственно путем испытания сложно. Поставлена задача идентификации жесткости за-
полнителя трехслойного стержня при сдвиге по известным значениям частот 
собственных колебаний или перемещений при поперечном изгибе. Для расчетов трех-
слойных стержней использована теория Э.И. Григолюка — П.П. Чулкова, построенная 
на основе гипотезы ломаной нормали. Рассмотрены результаты применения этой при-
ближенной теории к расчету частот и форм собственных колебаний стержней. Для 
оценки точности приближенной теории проведено сравнение ее результатов с решени-
ями плоской динамической задачи теории упругости методом конечных элементов. 
Показано, что для низших форм собственных колебаний с длинами волн, значительно 
превышающими высоту сечения, гипотеза ломаной нормали дает результаты, практи-
чески совпадающие с решениями теории упругости. Исследовано влияние жесткости 
заполнителя на частоту собственных колебаний и перемещение стержней при трехто-
чечном изгибе. Получены формулы, позволяющие установить значения жесткости за-
полнителя при сдвиге по известным данным соответствующих испытаний. 
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Ключевые слова: трехслойный стержень, поперечный изгиб, жесткость заполнителя, 
частоты собственных колебаний, идентификация жесткости 

In mathematical simulation of the three-layer structures, real fillers of complex structure 
(honeycomb, corrugated, folded, etc.) are replaced by a conventional homogeneous layer 
with the given elastic characteristics. Shear stiffness is one of the most important character-
istics of a filler. It is rather difficult to obtain its value directly by testing the filler. The prob-
lem is set to identify shear stiffness of the three-layer rod filler based on the known values of 
natural frequencies or displacement under the transverse bending. In computation of the 
three-layer rods, the paper uses the E.I. Grigolyuk — P.P. Chulkov theory constructed on 
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the basis of the broken normal hypothesis. It considers results of applying this approximate 
theory to computation of the rod natural frequencies and vibration modes. To assess the 
approximate theory accuracy, the paper compares computation results with solutions to the 
plane dynamic problem of the elasticity theory by the finite element method. It shows that 
for the lowest vibration modes with wavelengths significantly exceeding the cross-section 
height, the broken normal hypothesis provides results practically matching solutions of the 
elasticity theory. The paper analyzes the filler stiffness effect on the values of the natural vi-
bration frequencies and displacement under the three-point bending of a rod. Formulas are 
obtained making it possible to establish the filler shear stiffness values based on the known 
data of the corresponding tests. 
EDN: ZJKAZI, https://elibrary/zjkazi 
Keywords: three-layer rod, transverse bending, filler stiffness, natural frequencies, rigidity 
identification 

Идентификация параметров математической 
модели сложной конструкции включает в себя 
анализ их влияния на измеряемые в испытани-
ях величины: перемещения, скорости, ускоре-
ния точек конструкции, деформации и частоты 
собственных колебаний. При таком анализе 
устанавливают чувствительность модели к из-
менениям параметров, позволяющую провести 
ее настройку на воспроизведение результатов 
испытаний. 

Рассмотрена модель трехслойного стержня, 
служащего расчетной схемой для многих объ-
ектов машиностроения. При ее использовании 
возникает задача замены реального заполни-
теля сложной структуры (сотового, гофриро-
ванного, складчатого и др.) однородным слоем 
с приведенными характеристиками упругости. 
Одной из важнейших характеристик заполни-
теля является жесткость при сдвиге (далее 
сдвиговая жесткость). Получить ее значение 
путем испытания заполнителя сложно, поэто-
му для идентификации используют экспери-
ментальные данные о частотах собственных 
колебаний или перемещениях стержня при 
изгибе. 

Расчетно-экспериментальный метод при-
менен для определения характеристик жестко-
сти трехслойных балок и панелей, гофриро-
ванных пластин [1–3], а также для идентифи-
кации параметров упругости слоистых 
композитов по данным модального анализа [4, 
5]. Суть метода заключается в минимизации 
разности экспериментальных и теоретических 
значений частот собственных колебаний кон-
струкции путем варьирования искомых пара-
метров модели. Для идентификации парамет-
ров упругости наряду с динамическими испы-
таниями проводят и статические, в частности 
балки на трехточечный изгиб [6, 7]. 

Цель статьи — разработка теоретической ча-
сти процедуры идентификации сдвиговой 
жесткости заполнителя трехслойной балки по 
результатам статических или динамических ис-
пытаний. 

Применим теорию трехслойного стержня 
для определения жесткости заполнителя. Вы-
полним сравнительный анализ результатов 
расчета собственных колебаний стержня, полу-
ченных аналитическим методом с использова-
нием гипотезы ломаной линии [8] и методом 
конечных элементов (МКЭ) по модели плоской 
задачи теории упругости. Покажем, что для 
низших форм собственных колебаний с длина-
ми волн, заметно превышающими высоту сече-
ния, гипотеза ломаной линии дает результаты, 
практически совпадающие с решениями задачи 
теории упругости. 

Исследуем влияние сдвиговой жесткости за-
полнителя на перемещение трехслойного 
стержня при изгибе и на частоту собственных 
поперечных колебаний. Получим формулы, 
позволяющие определять сдвиговую жесткость 
заполнителя по известным данным соответ-
ствующих испытаний. 

 
Теория изгиба трехслойных стержней. Для 
расчета трехслойных конструкций разработаны 
прикладные теории [8–15], основанные на раз-
личных кинематических и статических гипоте-
зах и моделях деформирования. 

Теория, изложенная в работе [8], базируется 
на использовании гипотезы ломаной линии, 
согласно которой поперечное сечение в жест-
ком слое при деформации остается плоским и 
нормальным к искривленной оси стержня, а 
поперечное сечение в заполнителе, оставаясь 
плоским, составляет с нормальным сечением 
угол сдвига. 
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В книге [9] предложена математическая мо-
дель многослойных конструкций с осреднением 
сдвигов по высоте сечения, а в работе [10] — 
модель расчета с учетом трансверсальной по-
датливости слоя заполнителя. В публикациях 
[13–15] собраны справочные материалы по рас-
четам трехслойных конструкций. 

Схема поперечного сечения трехслойного 
стержня приведена на рис. 1. Там же показана 
система координат, связанная со срединной 
плоскостью заполнителя, которая использована 
при записи уравнений. Будем полагать, что 
внешние несущие слои стержня обладают 
большой жесткостью при малой толщине. Лег-
кий заполнитель, обеспечивающий совместную 
работу несущих слоев, разносит их на заданное 
расстояние 3 2 .h c  

Согласно принятой гипотезе [8], продоль-
ные перемещения слоев стержня изменяются 
по закону ломаной линии 
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где 0w  — продольное перемещение точек сре-
динной плоскости заполнителя;   — угол сдви-
га в заполнителе;   — угол поворота попереч-
ных сечений жестких слоев; 1h  и 2h  — толщи-
ны первого и второго несущих слоев. 

Прогибы v  одинаковы для всех слоев. 
Напряжения в первом 1,  втором 2  и третьем 

3  слоях определяются соотношениями упру-
гости 
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где 1,E  2E  и 3E  — модуль упругости первого, 
второго и третьего слоя соответственно; 0  — 
продольная деформация в срединной плоско-
сти заполнителя, штрих над функцией обозна-

чает дифференцирование по координате z; 
3G  — модуль сдвига заполнителя. 

Уравнения движения стержня получаем на 
основе принципа возможных перемещений, 
составляя выражения элементарных работ 
сил — внутренних, внешних и инерции: 
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где l  — длина стержня; 1,  2 ,  3  и 0  — 
вариации продольных деформаций слоев и 
срединной плоскости заполнителя; ,   и 

  — вариации углов сдвига, их производных 
и кривизны стержня; 0b  — ширина поперечно-
го сечения; q  — внешняя нагрузка; m  — по-
гонная масса стержня; v  — возможные про-
гибы; г

extW  — элементарная работа внешних 
сил на границах стержня; N  — нормальная 
сила; t  — время; Ĥ  и 3Q  — момент сдвига и 
поперечная сила в заполнителе; M̂  — изгиба-
ющий момент относительно оси x  в срединной 
плоскости заполнителя. 

Внутренние силовые факторы связаны с де-
формациями соотношениями 
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Здесь ,B  1 ,B  2 ,B 3 ,B  1,K  2 ,K  3 ,D  D  — упруго-
геометрические характеристики сечения, 
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Рис. 1. Схема поперечного сечения  

трехслойного стержня 
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Если ввести обобщенное осевое перемеще-
ние [8] 
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и новые силовые факторы 
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то можно разделить задачи растяжения и изги-
ба. 

Связь силовых факторов с деформациями 
преобразуется следующим образом: 

 
11

22 23

32 33

0 0
0
0

N g w
H g g
M g g

    
          

          

, 

а выражения для компонент матрицы жестко-
стей принимают вид 
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Отметим, что при симметричном строении 
стержня введенные силовые факторы M  и H  
совпадают с величинами M̂  и Ĥ . После преоб-
разований получаем уравнения движения 
стержня 
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где Q  — поперечная сила в стержне. 
Полная система дифференциальных уравне-

ний движения стержня имеет вид 
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  (1) 

где 22 33 23 32 ;g g g g    сдвС  — сдвиговая жест-
кость заполнителя, подлежащая определению в 
задаче идентификации, сдв 3 02 .С G cb  

 
Расчет частот собственных колебаний трех-
слойного стержня. Для записи уравнений в 
матричной форме введем вектор состояния 

  T .v Q H M  Y  

Решение задачи о собственных поперечных 
колебаниях стержня представим в виде 
 0( , ) ( )cos .z t z ptY Y  

Здесь 0Y  — вектор амплитудных функций, 
T

0 0 0 0 0 0 0( ) ;v Q H M  Y  p  — частота 
собственных колебаний стержня. 

Амплитудные функции вектора 0Y  опреде-
ляем из системы дифференциальных уравнений 

 0
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где [ ]F  — матрица коэффициентов, 
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Решение системы уравнений (2) будем ис-
кать в виде 
 0 .s zeY A  

Здесь A  — вектор постоянных; s — характери-
стические числа, определяемые как корни 
уравнения 

 6 4 2
4 2 0 0,s a s a s a      (3) 

где 4 33 сдв / ;a g C   2
2 22 / ;a g mp   2

0 сдв / .a C mp   
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Уравнение (3) имеет одну пару мнимых 
 1,2s i    

и две пары действительных корней [8] 
 3,4 ;s    5,6 ,s    

которые связаны между собой и с частотой соб-
ственных колебаний p следующими соотноше-
ниями: 
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Решение для прогибов запишем в виде 
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где 1 6C C  — постоянные коэффициенты. 
Аналитические расчеты проведены для 

шарнирно опертого и консольного стержней 
при наличии и отсутствии диафрагм на их тор-
цах, ограничивающих сдвиг слоев. Исходя из 
поставленных граничных условий, построена 
система линейных однородных уравнений от-
носительно постоянных 1 6C C  Частоты соб-
ственных колебаний определены из условия 
существования нетривиального решения. 

Конечно-элементное решение той же задачи 
получено с помощью программного пакета 
Simcenter Nastran с применением конечных 
элементов CQUAD8, описывающих плоское 
деформированное состояние. Моделирование 
диафрагм выполнено конечными элементами 
жесткой связи RBE2 путем соединения всех уз-
лов на торце стержня и запрета относительных 
смещений. Для расчета частот и форм соб-
ственных колебаний использован блочный ме-
тод Ланцоша (Nastran SOL103 SEMODES). 

Исходными данными для расчетов являлись 
следующие параметры: длина стержня 

400 мм;l   толщина первого и второго несу-
щих слоев 1 2 2 ммh h   и их модули упругости 

1 2 70 000 МПа;E E   толщина заполнителя 
3 16 ммh  , его модули упругости 3 30МПаE   

и сдвига 3 10 МПа;G   плотности материалов 
несущих слоев 3

1 2 2800 кг/м     и заполни-
теля 3

3 1000 кг/м .   
Значения первых пяти частот собственных 

колебаний /(2 )f p   для различных случаев 
закрепления стержня при наличии и отсут-
ствии диафрагм на его торцах приведены в таб-
лице. Здесь введены следующие обозначения: 

femf  — частота, вычисленная МКЭ; anf  — ча-
стота, полученная путем аналитического расче-
та;   — относительная погрешность,  

 100 %.an fem

fem

f f
f


    

Значения частот собственных колебаний стержня для различных случаев его закрепления  
при отсутствии и наличии диафрагм на торцах, полученные разными методами 

Номер частоты ,anf  Гц ,femf  Гц Относительная погрешность ,  % 

Для шарнирно опертого стержня 
1 102,5/112,9 103,1/114,4 0,68/1,24 
2 224,1/246,8 225,5/249,3 0,61/0,99 
3 360,5/400,4 364,1/406,3 1,00/1,45 
4 519,0/569,0 526,8/578,4 1,48/1,62 
5 704,6/777,2 718,7/795,3 1,95/2,26 

Для консольного стержня 
1 50,2/50,2 50,8/50,9 1,27/1,27 
2 160,9/161,5 162,6/163,3 1,04/1,12 
3 299,5/302,2 302,3/305,5 0,89/1,09 
4 449,4/455,8 454,8/462,7 1,18/1,49 
5 624,5/637,0 634,4/649,4 1,55/1,92 

Примечание. В числителе указаны значения для стержня без диафрагм на торцах, в знаменателе —  
с диафрагмами на торцах. 
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Рис. 2. Первая (1) и вторая (2) формы собственных колебаний шарнирно опертого (а)  

и консольного (б) стержней с диафрагмами на торцах 

 
Рис. 3. Результаты расчета частот собственных колебаний, полученных аналитическим путем anf   

и МКЭ ,femf  и относительной погрешности  для шарнирно опертого (а, б) и консольного (в, г) стержней 
при отсутствии (а, в) и наличии (б, г) диафрагм на концах 
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Первая и вторая формы собственных коле-
баний шарнирно опертого и консольного 
стержней с диафрагмами на торцах показаны 
на рис. 2, а и б. 

Результаты расчета частот собственных ко-
лебаний, полученные аналитическим путем anf  
и МКЭ ,femf  и относительной погрешности  
для шарнирно опертого и консольного стерж-
ней при отсутствии и наличии диафрагм на 
торцах приведены на рис. 3. Сопоставление ре-
зультатов расчета частот различными методами 
показало их хорошее согласование, что являет-
ся основанием для использования приближен-
ной теории [8] при моделировании динамиче-
ских и статических испытаний на изгиб трех-
слойных стержней. 

 
Определение сдвиговой жесткости заполни-
теля. В основу ее определения положены ре-
зультаты статических испытаний стержня при 
трехточечном изгибе (рис. 4). 

В случае статического нагружения уравне-
ния равновесия допускают интегрирование 
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где  , 1z  — немые переменные интегрирова-
ния. 

Если ввести обобщенный угол поворота се-
чения 23 33/g g    , то из соотношения 
упругости для изгибающего момента получаем 

33 .M g   Отсюда
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где 2z  — немая переменная. 
Угол сдвига определяем интегрированием 

уравнения 

 
2

232
2

gd Q
dz
    


, 

решение которого имеет вид 
 1 2ch sh .C z C z         

Здесь сдв 33 / ;C g     — частное решение 
неоднородного уравнения, для постоянной по-
перечной силы  

 23 0

33 сдв
.

g Q
g C   

Опуская преобразования, получаем следую-
щие выражения для прогиба стержня в точке 
нагружения: 

• при отсутствии диафрагм на концах 

 
23

23
1

33 33 сдв

th 2
1 ;

48 4 2
lgFl Flv

g g C l
          

  (4) 

• при наличии диафрагм на концах 
23

23
2

33 33 сдв

ch 2 11 1 2 .
48 4 ( 2)sh 2

lgFl Flv
g g C l l

            
 (5) 

Представим выражения (4) и (5) следующим 
образом: 
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где 0v  — прогиб стержня в точке приложения 
силы по теории балок Эйлера — Бернулли,  

 
3

0
33

1 ;
48

Flv
g

   

b  — параметр длины стержня, /2.b l   
Отметим, что при большом росте жесткости 

заполнителя сдв( ,C   )  прогиб стре-
мится к значению 0v  по теории Эйлера — Бер-
нулли. 

Введем второй безразмерный параметр 
2
23 / .a g   Для симметричных по строению сло-

ев конструкций с легким заполнителем, где 
можно принять 3 0,D   второй безразмерный 
параметр 

 
2
1

2
1 1 1

.Ka
B D K




  

В этом случае его значение зависит только от 
безразмерной толщины ,i it h h  где i — номер 
слоя. В симметричных стержнях безразмерные 
толщины первого слоя 1t  и заполнителя 3t  свя-
заны соотношением 

 1 32 1,t t    (6) 

 
Рис. 4. Схема расчета стержня  

при трехточечном изгибе 
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поэтому 2
3 33[(1 )/(1 )] .a t t    Если 3 1,t   то 

,a   что соответствует случаю, когда весь 
объем стержня занимает заполнитель с нулевой 
изгибной жесткостью. Прогибы стержня не-
ограниченно возрастают. 

Зависимости прогибов трехслойного стерж-
ня 1 0/v v  и 2 0/v v  от безразмерных параметров 
длины b  и а приведены на рис. 5. Как, и следо-
вало ожидать, наибольшее влияние сдвигов на 
прогибы наблюдается у высоких коротких 
стержней. 

Формулы (4) и (5) позволяют найти сдвиго-
вую жесткость заполнителя по полученным в 
эксперименте на трехточечный изгиб стержня 
значениям прогиба .v exp  Если считать, что из-
гибные жесткости стержня 22 23 33, ,g g g  опреде-
лены без учета жесткости заполнителя по зна-
чениям модулей несущих слоев 1E  и 2 ,E  из-
вестным из предварительных испытаний на 
растяжение, то можно получить простую фор-
мулу расчета сдвиговой жесткости заполнителя. 

Например, жесткость для стержня без диа-
фрагм на торцах можно определить, упростив 
формулу (4). Для достаточно длинных стерж-
ней отношение th /b b  является малой величи-
ной по сравнению с единицей, поэтому жест-
кость заполнителя 

 
2

23
сдв

33 0
.

4( )
g FlC
g v v

      exp
 

Если нельзя считать, что th / 0b b  , то урав-
нение (4) позволяет, задаваясь величиной сдвC , 
найти прогиб, а затем построить зависимость 
сдвиговой жесткости заполнителя от прогиба 
по экспериментальному значению последнего. 

В качестве еще одного варианта расчетно-
экспериментального определения сдвиговой 
жесткости заполнителя можно использовать 

результаты модального анализа. Исследуем 
влияние жесткости заполнителя сдвC  на частоту 
собственных колебаний шарнирно опертого 
стержня. Предположим, что диафрагмы на 
торцах стержня отсутствуют, и сдвиги разре-
шены. В этом случае удается наиболее просто 
получить аналитическое решение (что важно 
при поиске жесткости) и установить зависи-
мость частоты собственных колебаний от пара-
метров трехслойного стержня. 

Рассматривая свободные колебания, сведем 
систему (1) к двум уравнениям относительно 
прогиба и угла сдвига в заполнителе 
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Предполагаемые условия закрепления 
стержня будут учтены, если принять 
  sin / cos ,v A k z l pt    cos / cos ,B k z l pt    

где A, B — амплитудные значения прогибов и 
углов сдвига; k  — номер гармоники;  

Частоты собственных колебаний стержня 
определяются как корни определителя 
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Тогда 

 
 

2
0 21 ,

1
kp k p

k
 

 
  (7) 

где 0p  — частота основного тона колебаний, 
вычисленная по теории Эйлера — Бернулли,  

 2 4
0 33 ( );p g ml    

 
Рис. 5. Зависимости прогибов трехслойного стержня 1 0/v v  (а) и 2 0/v v  (б) от параметра длины b  

при параметре а = 50 (1), 75 (2) и 100 (3) 
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,    — безразмерные параметры стержня, 
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2
сдв

22
.

C l
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Значение сдвиговой жесткости заполнителя 
влияет на безразмерный параметр .  С ростом 
жесткости и, следовательно, параметра   ча-
стота ,kp  определяемая выражением (7), при-
ближается к значению по теории Эйлера — 
Бернулли 2

0 .k p  
Определим границы изменения парамет-

ра .  Для стержня с симметричным строением 
слоев и легким заполнителем можно принять, 
что 2

22 12 ,g B c 23 12g K c  и 33 12 .g D  В этом 
случае 2

1 11K B D   зависит только от безраз-
мерных толщин. Используя выражение (6), по-
лучаем 

  
 

2
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2
3 3

13 .
4 1

t
t t


 
 

 

Таким образом, при 3 (0, 1)t   параметр 
(0,75, 1),  а параметр   может принимать 

любые значения. 
Зависимости частот трехслойного стержня 

от относительной жесткости заполнителя при 
сдвиге   для различных значений параметра   
приведены на рис. 6. Эти зависимости можно 

использовать для определения сдвC  по экспе-
риментально найденным частотам .pexp  

Как и в задаче идентификации сдвиговой 
жесткости заполнителя сдвC  по испытаниям на 
трехточечный изгиб, будем полагать, что меха-
нические характеристики 22 ,g  23 ,g  33g  извест-
ны. Используя формулу (7), выражаем сдвиго-
вую жесткость заполнителя через первую ча-
стоту изгибных колебаний стержня 
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22
сдв 2 2 2

0
1

1 /
gC
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     exp

. 

Выводы 
1. Приведены результаты определения ча-

стот собственных колебаний трехслойного 
стержня с легким заполнителем аналитическим 
методом с использованием приближенной тех-
нической теории Э.И. Григолюка — П.П. Чул-
кова и МКЭ по двумерной модели плоской за-
дачи теории упругости. Показано, что для низ-
ших форм собственных колебаний техническая 
теория изгиба трехслойного стержня дает ре-
зультаты, практически совпадающие с решени-
ями задачи теории упругости. 

2. Исследовано влияние сдвиговой жестко-
сти заполнителя на прогибы и частоты соб-

 
Рис. 6. Зависимости первой 2 2

1 0/p p  (а), второй 2 2
2 0/p p  (б), третьей 2 2

3 0/p p  (в) и четвертой 2 2
4 0/p p  (г) частот 

трехслойного стержня от относительной жесткости заполнителя   при параметре  = 0,80 (1), 085 (2) и 0,90 (3) 
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ственных колебаний трехслойного стержня. 
Рассмотрена задача идентификации сдвиговой 
жесткости заполнителя по результатам воз-
можных испытаний. Приведены формулы для 
определения сдвиговой жесткости заполнителя 

через значения прогибов при испытаниях 
стержня на трехточечный изгиб или через ча-
стоты основного тона его поперечных колеба-
ний при динамических испытаниях. 
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