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Трансформируемые стержневые системы нашли широкое применение в конструкци-
ях панелей космических аппаратов и медицине в виде различных стендов. Представ-
ляет определенный теоретический интерес развить идею геометрической изменяемо-
сти на пространственные стержневые системы сложной формы. Предложена концеп-
ция кинематической трансформации плоской формы регулярной стержневой 
системы в куполообразную. Для численной реализации применен метод конечных 
элементов в сочетании с модифицированным методом Лагранжа. Для оценки уровня 
деформированного состояния регулярной стержневой решетки с учетом генетиче-
ской нелинейности использованы значения продольной деформации в стержнях. 
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Transformable rod systems find their wide application in design of the spacecraft panels and 
in medicine in the form of various benches. Developing an idea of geometric variability in 
spatial rod systems of the complex shape appears to be of certain theoretical interest. The 
paper proposes a concept of kinematic forming the regular rod system from a flat position 
to the dome-shaped. It uses for final implementation the finite element method in combina-
tion with the modified Lagrange method. To assess the deformed state level of a regular rod 
mesh taking into account the genetic nonlinearity, the paper uses values of the rods longitu-
dinal deformation. 
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Деформационное моделирование — одно из 
направлений компьютерной графики, позво-
ляющее конвертировать кинематику физически 
наблюдаемого объекта в виртуальную реаль-
ность. Деформируемую модель принято рас-
сматривать с позиций механики деформируе-
мого твердого тела. В соответствии с этой кон-
цепцией процесс деформирования некоторого 
континуума удобно описывать в лагранжевых 
координатах. 

В качестве парадигмы деформируемой мо-
дели выступает так называемая змея (snake), 
форма и геометрические параметры тела кото-
рой зависят от перемещений ключевых точек 
[1–3]. Формально змея — это некоторый кон-
тур, заданный параметрически, как правило, 
кубическим сплайном. Технология аппрокси-
мации исходного контура сплайном основана 
на процедуре минимизации функционала, ас-
социируемого с энергией деформации контура, 
в границах области rsp , окаймляющей каждую 
ключевую точку (рис. 1). 

Аппроксимацию исходного контура с ис-
пользованием деформируемой модели типа 
змеи широко применяют в медико-биологи-
ческих исследованиях (в компьютерной томо-
графии), а также в приложениях искусственно-
го интеллекта к задачам отслеживания движе-
ния и распознавания объекта. 

Другой подход к построению геометрически 
деформируемой модели (Geometric Deformable 
Model — GDM) основан на концепции расши-
рения виртуального тонкостенного шара (бал-
лона) внутри границ сканируемого объекта [4] 
(рис. 2). В качестве математического аппарата в 
технологии GDM использован метод конечных 
элементов в форме метода перемещений. Бал-
лон моделируют конечными элементами (КЭ) в 
виде тонкостенных трехузловых пластин. 

Геометрическую форму баллона в момент 
времени t представляют в параметрическом 
виде [5, 6] 

 ( , , ) ( , , ), ( , , ), ( , , ) ,x y zR u v t u v t u v t u v t       

где x , y  и z  — аппроксимирующие куби-
ческие сплайн-функции вдоль осей x, y и ;z   
u, v — безразмерные переменные, [0, 1],u  

[0, 1].v  
В процессе сканирования внутренней поло-

сти исследуемого объекта каждый узел конеч-
но-элементной модели притягивается к точке 
ограничивающего контура в направлении нор-
мали [7] (рис. 3). Текущее деформированное 
состояние КЭ в полной мере определяется мет-
рическим тензором [4, 7, 8] 

  ( , , ) .R Rg R u v t
u v
 
 

 

Согласно данным работы [4], адаптацион-
ный алгоритм построен так, чтобы на каждом 
шаге в узлах конечно-элементной сетки выпол-
нялось условие 

 ( , , )C x y z = 
0 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) 0D x y z I x y z T x y z    , (1) 

где ( , , )C x y z  — функция цели, связанная с те-
кущим положением узловой точки модели; 0 ,  

1 ,  2  — весовые коэффициенты; ( , , )D x y z  — 

 
Рис. 1. Деформируемая модель типа змеи 

 
Рис. 2. Пример применения технологии GDM  

для построения геометрически деформируемой 
модели 

 
Рис. 3. Модель баллона, деформируемая точечным 

усилием 
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потенциал деформации (монотонно убыва-
ющая или возрастающая функция); ( , , )I x y z  — 
функция ограничений, информирующая узел 
конечно-элементной сетки о том, что он может 
находиться в контакте с вокселом (элементом 
растра объекта); ( , , )T x y z  — функция тополо-
гической информации, предотвращающая про-
никновение узлов конечно-элементной модели 
через границу объекта. 

Условие (1) заставляет модель деформиро-
ваться до тех пор, пока все вершины не достиг-
нут границы сканируемого объекта. 

Другим направлением деформационного 
моделирования является анализ поведения 
пространственных стержневых конструкций, 
испытывающих в процессе эксплуатации боль-
шие линейные и угловые перемещения при ма-
лых деформациях. В этом случае численное ре-
шение геометрически нелинейной задачи осно-
вано на итерационной процедуре Ньютона — 
Рафсона и методе корректирующих дуг, суть 
которого состоит в адаптивном корректирова-
нии шага нагружения при приближении к точ-
ке бифуркации и после ее прохождения [9, 10]. 

При расчете стрежневой системы методом 
конечных элементов с учетом больших пере-
мещений используют матрицу касательных 
жесткостей, построение которой базируется на 
минимизации потенциала энергии деформа-
ции [9] 

 
2

( )
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eU U  
 

+ P
y y

, 

где U  — потенциальная энергия деформации 
КЭ; y  и ( )eP  — векторы перемещений и обоб-
щенных внешних сил КЭ. 

Для демонстрации решения в геометрически 
нелинейной постановке рассмотрим тестовый 
пример из работ [9, 11]. Гибкий криволиней-
ный брус прямоугольного поперечного сечения 
11 м, радиусом 100 м с углом раствора дуги 
45, жестко закрепленный на конце (x = 0, y = 0,  
z = 0), подвергают изгибу из плоскости сосредо-
точенной силой zF = 100 Н. Координаты сво-
бодного конца стержня в исходном положении 
[70,71; 70,71; 0] м. Механические характеристи-
ки материала стержня: модуль упругости Е =  
= 10 МПа, коэффициент Пуассона  = 0. 

Результаты расчета криволинейного бруса, 
выполненные с помощью нелинейного решателя 
программного комплекса ANSYS [12], приведе-
ны на рис. 4. Брус разбивали на шестнадцать 
пространственных КЭ балочного типа BEAM4. 

По данным [9, 11], получены координаты 
смещения точки приложения нагрузки [46,84; 
15,56; 53,66] м, по результатам решения в среде 
ANSYS — [46,9; 15,6; 53,6] м, т. е. значения сме-
щений достаточно близки. 

Так как описанные концепции деформаци-
онного моделирования узкоспециализирован-
ные, их нельзя распространить на задачи стро-
ительной механики, связанные с исследованием 
кинематически трансформируемых стержневых 
систем. 

Цель исследования — разработка методики 
конечно-элементного моделирования регуляр-
ных стержневых конструкций с учетом формо-
изменения исходной геометрии. 
 
Материалы и методы. Исследуем регулярную 
стержневую систему (РСС), показанную в ис-
ходном (недеформированном) состоянии на 
рис. 5, с учетом управляемого смещения кон-
турных узлов 1–6. На вынесенных фрагментах 
буквами «L» и «В» обозначены решетки, обра-
зованные шарнирно-стержневыми (фермен-
ными) и балочными КЭ соответственно. В обо-
их случаях узловые платформы S будем моде-
лировать практически недеформируемыми 
балочными КЭ. 

 
Рис. 4. Результаты расчета криволинейного бруса  
с помощью нелинейного решателя программного 

комплекса ANSYS: 
а — исходное состояние бруса;  

б — визуализация деформации бруса относительно 
исходного положения (штриховая линия) 

 

 
Рис. 5. Конечно-элементная модель РСС  

в исходном состоянии 
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Отличительной особенностью такой расчет-
ной схемы от приведенной в работе [13], явля-
ется наличие узловой платформы S, моделиру-
емой стержнями с модулем упругости, который 
в 100 000 раз больше, чем у соединительных 
стержней. С конструкционной точки зрения 
введение платформ S позволяет условно учесть 
узловые соединения реальных РСС. 

Пример модели узлового соединения приве-
ден на рис. 6 [14]. Этот узел является сборно-
разборным с одним центральным и шестью пе-
риферийными болтовыми соединениями, обес-
печивающими относительную подвижность 
стержней решетки. 

Для исследования процесса формоизмене-
ния РСС применим модифицированный метод 
Лагранжа [15], суть которого заключается в 
дискретном приращении смещений контурных 
узлов и перестроении формы конечно-элемент-
ной сетки в текущем начальном базисе с учетом 
полученных узловых перемещений. В литерату-
ре по строительной механике такой вид нели-
нейности называют генетическим [15]. Для 
программной реализации данной концепции 
воспользуемся языком программирования 
APDL [12], встроенным в программный ком-
плекс ANSYS Mechanical. 

При кинематическом квазистатическом 
формоизменении в стержнях конструкции бу-
дут возникать внутренние усилия, обусловлен-
ные гравитационным воздействием и структур-
ными связями. Для оценки уровня деформиро-
ванного состояния конечно-элементной модели 
будем использовать значения продольной де-
формации в стержнях решетки. 
 
Результаты исследования. В качестве объекта 
исследования рассмотрим гексагональную в 
плане РСС из алюминиевого сплава (рис. 7). 

Длины стержней, образующих регулярную ре-
шетку конструкции, составляют 0,4 м. Радиус 
описанной окружности платформы S равен 
0,05 м. Модуль упругости алюминиевого сплава 

 
Рис. 6. Модель узлового соединения 

 

 
Рис. 7. Конечно-элементная модель РСС  

с исходными размерами 

 

 
Рис. 8. Конечно-элементные модели первой формы 

собственных колебаний РСС, образованных 
ферменными КЭ (а) и балочными КЭ (б) 

 
Рис. 9. Конечно-элементная модель стартового 

положения РСС 

 
Рис. 10. Конечно-элементная модель дискретных 
смещений контурных узлов РСС вдоль осей X и Y 
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Е = 7,2104 МПа, коэффициент Пуассона  = 
= 0,32, плотность  = 2885 кг/м3. Стержни ре-
шетки и платформ S имеют трубчатое сечение с 
наружным диаметром 18 мм и толщиной стен-
ки 1,5 мм. 

С помощью модального анализа выполним 
проверку конечно-элементных моделей РСС, 
образованных ферменными и балочными КЭ, 
на наличие смещений как жесткого целого. Ре-
зультаты моделирования первой формы соб-
ственных колебаний таких моделей приведены 
на рис. 8, а и б. 

Видно, что РСС, смоделированная фермен-
ными КЭ, является кинематически изменяемой, 
так как допускает вращение жестких платформ. 
Поэтому далее будем использовать только ба-
лочные КЭ. 

Необходимо понимать, что процесс транс-
формации из положения, когда координаты 
всех узлов iz = 0, не приведет к ожидаемому 
подъему РСС, т. е. трансформацию следует 
начинать (стартовать) с заранее подготовлен-
ной куполообразной формы (рис. 9). Принима-
ем за стартовую стрелу подъема zu = 0,1 м. 

Выполним анализ кинематического формо-
изменения РСС, находящейся в стартовом по-
ложении, при дискретных смещениях контур-
ных узлов вдоль осей X и Y (рис. 10). Полагаем, 

что шаги по перемещениям xu  и yu  являют-
ся синхронными и равными 0,01 м.  

Результаты конечно-элементного моделиро-
вания процесса трансформации формы РСС 
после пятидесяти шагов — смещений 
контурных узлов вдоль осей X и Y — показаны 
на рис. 11. Стрела подъема в центральной точке 

 
Рис. 12. Точечные диаграммы изменения 

продольной деформации в стержне решетки /l l  
при смещении контурных узлов  

вдоль осей X (а) и Y (б) 

 

 
Рис. 13. Результаты моделирования параметров 

формоизменения РСС с помощью  
нелинейного решателя: 

а — вертикальных перемещений ;zu   
б — продольной деформации /l l  

 
Рис. 14. Схема трансформации РСС при дискретных 

смещениях xu = 0,01 мм только вдоль оси X 

 
Рис. 11. Результаты конечно-элементного моделирования процесса трансформации формы РСС  

после пятидесяти шагов 
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после окончания трансформации составила 
0,92 м. Точечные диаграммы изменения про-
дольной деформации в стержне решетки /l l  
при смещении контурных узлов вдоль осей X и 
Y приведены на рис. 12. Здесь l  — изменение 
длины стержня; l — его начальная длина. 

Как видно из рис. 12, при такой схеме 
трансформации наиболее нагруженными бу-
дут стержни, примыкающие к контурным уз-
лам. Экстремальному значению 3  / ,5 %l l   
соответствует удлинение стержня l   

0, 4 0,035 0,014 м.    Естественно, такая про-
дольная деформация выходит за рамки линей-
ной теории, и в реальной конструкции для  
соответствующих стержней решетки необхо-
димо предусмотреть компенсаторы для такого 
запредельного удлинения. В качестве послед-
них могут выступать телескопические компен-
саторы с односторонними цанговыми захва-
тами. 

Результаты решения аналогичной задачи, 
выполненные с помощью нелинейного решате-
ля комплекса ANSYS Mechanical, приведены на 
рис. 13. Здесь также использовано стартовое 
положение решетки и заданы кинематические 
граничные условия в виде одномоментных сме-
щений контурных узлов, составляющих 0,5 м. 

Расчет выполнен с учетом больших перемеще-
ний (Large Displacement Static). 

Сравнивая картины решетки в деформиро-
ванном состоянии, показанные на рис. 11 и 13, 
устанавливаем их качественное совпадение. 
Вместе с тем значение максимальной стрелы 
подъема при одномоментной трансформации 
fmax = 0,79 м меньше, чем при дискретном фор-
моизменении (fmax = 0,92 м). Также наблюдают-
ся существенные качественные и количествен-
ные различия в распределении продольных де-
формаций в стержнях решетки. Причем при 
дискретном формоизменении экстремальное 
значение /l l  более чем в 10 раз превышает 
таковое, полученное с помощью нелинейного 
решателя (см. рис. 13). 

Таким образом, при моделировании процес-
са трансформации формы РСС следует исполь-
зовать предлагаемую методику дискретного 
формоизменения в сочетании с пошаговой 
корректировкой и перестроением конечно-
элементной сетки с учетом полученных узло-
вых перемещений. 

Рассмотрим схему трансформации РСС при 
дискретных смещениях xu = 0,01 мм только 
вдоль оси X (рис. 14).  

Результаты моделирования процесса 
формоизменения РСС после 50 шагов трас-
формации с помощью предлагаемой методики 
показаны на рис. 15. Стрела подъема в полюс-
ной точке после окончания трансформации 
составила 1,3 м. Соответствующие точечные 
диаграммы изменения продольной деформа-
ции в стержне /l l  приведены на рис. 16, а и б. 

Сравнение куполообразных форм РСС при 
равномерном обжатии вдоль осей X и Y 
(см. рис. 11) и при деформации только в 
направлении X (см. рис. 14) позволяет заклю-
чить, что во втором случае имеет место боль-
шая округленность поверхности. Вместе с тем 
максимальное значение продольной деформа-
ции / ,l l  определенное по предлагаемой 

 
Рис. 16. Точечные диаграммы изменения 

продольной деформации в стержне /l l  после 
пятидесяти смещений контурных узлов 

 вдоль осей X (а) и Y (б) 

 
Рис. 15. Результаты моделирования процесса формоизменения РСС после 50 шагов трасформации 

 с помощью предлагаемой методики 
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методике (см. рис. 15) почти в семь раз больше, 
чем полученное с помощью нелинейного реша-
теля (см. рис. 12). 

Вывод 
Разработана методика конечно-элементного 

моделирования трансформации плоской фор-
мы РСС в куполообразную путем дискретного 
смещения контурных узлов решетки. В качестве 
критерия, ограничивающего процесс формоиз-

менения конструкции, предложено использо-
вать продольные деформации стержней. 
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предлагает читателям монографию М.С. Селезневой 

«Динамический системный синтез  
моделей алгоритмического обеспечения  

навигационных комплексов  
летательных аппаратов»  

Рассмотрены навигационные комплексы современных беспилот-
ных и пилотируемых летательных аппаратов. Представлены модели 
погрешностей навигационных комплексов и схемы их алгоритмиче-
ской коррекции. Исследованы линейные и нелинейные алгоритмы 
оценивания, управления, комплексирования и построения прогнози-
рующих моделей, применяемые для повышения точности навигаци-
онной информации. Разработаны адаптивный нелинейный фильтр 
Калмана, редуцированный нелинейный алгоритм управления и алго-
ритм самоорганизации с комплексным ансамблем критериев селек-
ции. Для дальнейшего совершенствования алгоритмического обеспе-
чения навигационных комплексов предложена концепция динамиче-
ского системного синтеза моделей, используемых в алгоритмах 
коррекции. Разработаны численные критерии степени наблюдаемо-
сти, управляемости переменных состояния моделей и критерий сте-
пени параметрической идентифицируемости, использованные для 
формирования моделей с улучшенными качественными характери-
стиками. При построении самоорганизующихся моделей использован 
способ управления ансамблем критериев селекции, обеспечивающий 
формирование моделей с желаемым качеством в зависимости от це-
левого применения моделей в различных режимах полета. Представ-
лено алгоритмическое обеспечение навигационного комплекса лета-
тельного аппарата авианосного базирования. 

Для специалистов в области навигации и систем управления лета-
тельными аппаратами. 

По вопросам приобретения обращайтесь:  
105005, Москва, 2-я Бауманская ул., д. 5, стр. 1.  
Тел.: +7 499 263-60-45, факс: +7 499 261-45-97;  
press@bmstu.ru;  https://press.bmstu.ru 

 


