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Рассмотрена бесконечная балка, лежащая на деформируемом основании и совершаю-
щая изгибные колебания. Такая идеализация допустима, если на границах балки нахо-
дятся оптимальные демпфирующие устройства, т. е. параметры граничного закрепле-
ния таковы, что падающие на него возмущения не отражаются. Это позволило рассмат-
ривать модель балки без учета граничных условий, а вибрации, распространяющиеся 
по ней, — как бегущие изгибные волны. Предполагалось, что деформируемое основа-
ние сформировано из реологического материала Фойхта — Кельвина, состоящего из 
параллельно расположенных элементов: упругого (пружины) и вязкого (демпфера). 
Полное напряжение этого материала равно сумме напряжений в вязком и упругом 
элементах, испытывающих одинаковые деформации. Срединная линия балки принята 
нерастяжимой. Для решения задачи использована бегущая гармоническая волна, име-
ющая действительную частоту и комплексное волновое число. Действительная часть 
волнового числа характеризует постоянную распространения, с помощью которой вы-
числяют фазовую и групповую скорости волны, а мнимая часть — показатель экспо-
ненциального закона, по которому волна затухает. Определены дисперсионные харак-
теристики изгибной волны и закономерности ее частотно-зависимого затухания при 
различных значениях безразмерного параметра, заданного как отношение коэффици-
ента вязкости деформируемого основания к коэффициенту его жесткости. 
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The paper considers an infinite beam lying on the deformable foundation and performing 
the bending vibrations. Such an idealization is acceptable, if the optimal damping devices 
are positioned at the beam boundaries, i.e. the boundary fixing parameters are those that do 
not reflect the disturbances incident on it. This makes it possible to consider the beam mod-
el without taking into account the boundary conditions, and vibrations propagating along it 
could be considered as the traveling bending waves. The paper assumes that the deformable 
foundation is formed from the Voigt-Kelvin rheological material containing parallel con-
nection of the elastic (spring) and viscous (damper) elements. This material total stress is 
equal to the stresses sum in the viscous and elastic elements exposed to the identical defor-
mations. The beam midline is assumed to be inextensible. Solution to the problem could be 
obtained in a form of the traveling harmonic wave with real frequency and the complex 
wave number. The wave number real part characterizes the propagation constant, using 
which the wave phase and group velocities are computed, and the imaginary part is the ex-
ponential law index attenuating the wave. The paper determines the flexural wave disper-
sion characteristics and regularities in its frequency-dependent attenuation for different 
values of the dimensionless parameter specified as the damping coefficient ratio to the de-
formable foundation rigidity. 
EDN: BHLXDW, https://elibrary/bhlxdw 
Keywords: infinite beam, viscoelastic foundation, flexural wave, dispersion characteristics, 
frequency-dependent attenuation 

Многие элементы машиностроительных кон-
струкций, в частности несущих движущиеся 
нагрузки (путевая структура, контактный про-
вод), рассматривают как одномерную распреде-
ленную систему (балку, струну), взаимодей-
ствующую с деформируемым основанием [1–8]. 

В работе [9] показано, что балка на отдель-
ных упругих закреплениях, расположенных че-
рез равные промежутки друг от друга, функци-
онирует аналогично балке на упругом основа-
нии. Точность этой аналогии зависит как от 
изгибной жесткости балки, так и от коэффици-
ента упругости закрепления и расстояния, на 
которое они удалены друг от друга. 

Деформируемое основание обычно задают 
линейно-упругим (основанием Фусса — Винк-
лера [10, 11], Пастернака [12]) или упругоинер-
ционным [13], что позволяет учитывать раз-
личные особенности его сопротивления сило-
вому воздействию. 

Цель работы — изучение распространения 
изгибных волн в балке, лежащей на вязкоупру-
гом основании. 

Рассмотрим бесконечную балку (модель 
Бернулли — Эйлера), лежащую на деформиру-
емом основании и совершающую изгибные ко-
лебания. Предполагаем, что деформируемое 
основание сформировано из реологического 
материала Фойхта — Кельвина [14], представ-
ляющего собой систему из параллельно распо-
ложенных элементов: упругого (пружины с ко-
эффициентом жесткости )h  и вязкого (демп-
фера с коэффициентом вязкости ).  Полное 

напряжение этого материала равно сумме 
напряжений в вязком и упругом элементах, ис-
пытывающих одинаковые деформации. Сре-
динную линию балки принимаем нерастяжи-
мой, что возможно при относительно малых 
амплитудах изгибных колебаний [15]. 

Балку можно считать бесконечной, если на 
ее границах находятся оптимальные демпфи-
рующие устройства, т. е. параметры граничного 
закрепления таковы, что падающие на него 
возмущения не будут отражаться. В работах [16, 
17] на основе точных решений модельных задач 
для упругих систем обосновано существование 
согласованных концевых гасителей различных 
видов колебаний, не дающих отраженных воз-
мущений в системе. Это позволяет рассматри-
вать модель балки без учета граничных усло-
вий, а вибрации, распространяющиеся по 
ней, — как бегущие изгибные волны. 

Уравнение динамики изучаемой системы 
имеет вид 
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где   — плотность материала; F  — площадь 
поперечного сечения балки; ,( )U x t  — попе-
речное перемещение срединной линии балки; 
t  — время; E  — модуль Юнга; Ј  — осевой 
момент инерции сечения. 

Введем безразмерные переменные 
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и запишем уравнение (1) в виде 
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где 0V U U  0(U  — перемещение, начиная с 
которого возникает необходимость учета рас-
тяжимости срединной линии балки); a  — па-
раметр, характеризующий отношение коэффи-
циента вязкости деформируемого основания к 
коэффициенту его жесткости,  
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Решение уравнения (2) будем искать в виде 
бегущей гармонической волны 

     ,i Kz i KzV Ae A e      (3) 

где A  — комплексная амплитуда волны, 
0

iA A e   0(A  — действительная часть ком-
плексной амплитуды); i — мнимая единица; 
  — фаза изгибной волны, ;( , ) zz K     
  — частота волны, 2 T    (T  — период 
волны); K  — волновое число, 2K     (  — 
длина волны); A  — величина, комплексно-
сопряженная к A . 

Согласно выражениям (2) и (3), частота и 
волновое число изгибной волны, распростра-
няющейся в балке, лежащей на вязкоупругом 
основании, связаны соотношением 

 2 4   1    0.K i a        (4) 

Из выражения (4) следует, что волновое 
число должно быть комплексным [18] 

 1 2  ,K K iK    (5) 

где 1K  и 2K  — действительная и мнимая части 
волнового числа. 

Комплексная величина волнового числа 
означает, что волна имеет постоянную распро-
странения 1K  (через которую вычисляют фазо-
вую 1  K  и групповую 1d dK  скорости [19]) 
и затухает по экспоненциальному закону с по-
казателем 2 .K  

Подставляя выражение (5) в дисперсионное 
уравнение (4) и выделяя его действительную и 
мнимую части, получаем систему алгебраиче-
ских уравнений 
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По результатам численного решения систе-
мы уравнений (6) построены зависимости вол-
новых чисел от частоты изгибной волны при 
различных значениях параметра .a  

Зависимость действительной части волново-
го числа изгибной волны, распространяющейся 
в балке, лежащей на упругом основании при 
полном отсутствии его демпфирующих свойств, 
т. е. при параметре 0,a   приведена на рис. 1. 
Видно, что диапазон частоты изгибной волны 

0 1    является зоной непропускания, и 
волновой характер могут иметь лишь возмуще-
ния, у которых частота изгибной волны больше 
единицы. На этом и последующих рисунках для 
сравнения показана частотная зависимость 
волнового числа изгибной волны, распростра-
няющейся в балке, не взаимодействующей с 
деформируемым основанием (штриховая ли-
ния). В этом случае зона непропускания отсут-
ствует, и волновой характер могут иметь воз-
мущения любой частоты. 

Зависимости действительной 1K , мнимой 
2K  частей волнового числа и их отношения 
2 1K K  от частоты изгибной волны , распро-

страняющейся в балке, при параметре a = 0,08, 
0,25, 1,00, 2,00 и 10,00 приведены на рис. 2, а–д. 
Видно, что уже при малых (отличных от нуля) 
значениях параметра a зона непропускания ис-
чезает. 

С увеличением параметра a кривая действи-
тельной части волнового числа распрямляет-
ся — скачок при частоте изгибной волны, рав-
ной единице, постепенно исчезает, а график 
продолжает стремительный рост при повыше-
нии . Отношение мнимой части волнового 
числа к действительной 2 1K K  не превышает 

 
Рис. 1. Зависимость действительной части волнового 

числа K1 от частоты изгибной волны , 
распространяющейся в балке, при параметре а = 0 
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единицы и постепенно уменьшается при воз-
растании частоты изгибной волны вместе с 
мнимой частью волнового числа. С возрастани-
ем параметра a наблюдается тенденция к росту 
мнимой части волнового числа. 

Следует отметить, что процессы, описывае-
мые моделью балки Бернулли — Эйлера, лишь 
весьма условно можно считать волновыми. 
Уравнение (1) не описывает формирование 
движущегося фронта волны, отделяющего де-
формированную зону балки от недеформиро-
ванной. Оно не является уравнением гипербо-
лического типа по терминологии, принятой в 
математической физике [20]; фазовая и группо-
вая скорости возмущений растут пропорцио-
нально   и при бесконечном возрастании 
частоты изгибной волны стремятся к бесконеч-
ности. 

Волновой во всем частотном диапазоне явля-
ется балка модели Тимошенко, где скорости 
распространения волн при бесконечных часто-

тах остаются конечными [15]. Считаем, что ана-
лиз дисперсионных характеристик и частотно-
зависимого затухания изгибных волн, распро-
страняющихся в балке Тимошенко, лежащей на 
вязкоупругом основании, представляет интерес 
и заслуживает отдельного исследования. 

Следует отметить, что результаты решения 
некоторых актуальных задач динамики и устой-
чивости балок можно найти в работах [21–23]. 

Выводы 
1. Изгибные волны, распространяющиеся в 

балке, лежащей на вязкоупругом основании, 
обладают дисперсией фазовой скорости и ча-
стотно-зависимым затуханием. 

2. При нулевой вязкости основания диспер-
сионная зависимость содержит зону непропус-
кания, и волновой характер могут иметь лишь 
возмущения, частоты которых превышают вы-
числяемую критическую частоту. 

 

 
Рис. 2. Зависимости действительной 1K  ( ), мнимой 2K  ( ) частей волнового числа  
и отношения 2 1K K  ( ) от частоты изгибной волны , распространяющейся в балке,  

при параметре a = 0,08 (а), 0,25 (б), 1,00 (в), 2,00 (г) и 10,00 (д) 
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3. Даже при малых отличных от нуля значе-
ниях вязкости основания зона непропускания 
исчезает, и волновой характер могут иметь 

возмущения любой частоты, а бегущие изгиб-
ные волны являются затухающими. 
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