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Рассмотрена круглая многослойная пластина, выполненная из упругого и электро-
упругого (пьезокерамического) материалов, при шарнирном закреплении ее цилин-
дрической поверхности. Математическая формулировка связанной нестационарной 
осесимметричной начально-краевой задачи термоэлектроупругости включает в себя 
несамосопряженные системы дифференциальных уравнений в частных производных, 
а также граничные условия теплопроводности первого, третьего и четвертого рода. 
Использование уравнений равновесия накладывает ограничение на скорость измене-
ния внешней нагрузки в виде температуры на верхней лицевой поверхности пласти-
ны. Для определенности построенного алгоритма рассмотрена трехслойная электро-
упругая система. Замкнутое решение построено с помощью метода конечных инте-
гральных преобразований. При проведении процедуры неполного разделения 
переменных по радиальной переменной применено однокомпонентное преобразова-
ние Ханкеля, а по аксиальной координате — новый класс векторных преобразований, 
основанный на многокомпонентном соотношении биортогональности собственных 
вектор-функций двух однородных краевых задач. Такие преобразования позволяют 
построить сопряженный оператор, без которого нельзя решить несамосопряженные 
линейные краевые задачи. В качестве численного примера выбрана трехслойная кон-
струкция, состоящая из металлической подложки, повышающей прочностные свой-
ства преобразователя, пьезокерамической пластины и теплоизолирующего слоя. Про-
анализирована зависимость между высотой слоев этой конструкции и электрическим 
импульсом, определяемым путем подключения электродированных эквипотенциаль-
ных поверхностей пьезопластины к измерительному прибору с большим входным 
сопротивлением. Полученные результаты дают возможность обосновать рациональ-
ную программу экспериментов при проектировании тепловых пьезокерамических 
преобразователей и сократить объем натурных исследований. 
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The paper considers a circular multilayer plate made of the elastic and electroelastic (pie-
zoceramic) materials at its cylindrical surface hinged fastening. Mathematical formulation 
of the coupled nonstationary axisymmetric initial-boundary value problem of the thermal 
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electrical elasticity includes the not self-adjoint systems of partial differential equations, as 
well as the thermal conductivity boundary conditions of the first, third, and fourth kind. Us-
ing the equilibrium equations imposes a restriction on the rate of external load alteration in 
the form of temperature on the plate upper front surface. The paper considers a three-layer 
electroelastic system to ensure definiteness of the constructed algorithm. Using the method 
of finite integral transformations makes it possible to construct a closed solution. The one-
component Hankel transform is applied along the radial variable in carrying out the proce-
dure of the variables incomplete separation; and a new class of vector transforms based on 
the multicomponent relationship of the eigenvector functions biorthogonality of the two 
homogeneous boundary value problems is applied along the axial coordinate. Such trans-
forms allow constructing an adjoint operator, without which it is impossible to solve the not 
self-adjoint linear boundary value problems. A three-layer structure consisting of the metal 
substrate that increases the transducer strength properties, piezoceramic plate and heat-
insulating layer is selected as the numerical example. The paper analyzes relationship be-
tween this structure layers height and the electric pulse determined by connecting the piezo-
electric plate electroded equipotential surfaces to a measurement device with the high input 
resistance. The obtained results make it possible to justify a rational program of experiments 
in the design and development of the thermal piezoceramic transducers and to reduce the 
volume of the full-scale research. 
EDN: YVZIKO, https://elibrary/yvziko 
Keywords: thermal electrical elasticity problem, coupled problem, circular multilayer plate, 
biorthogonal finite integral transformation 

В целях повышения функциональных возмож-
ностей пьезокерамических преобразователей 
[1–3], работающих в условиях нестационарного 
неравномерного температурного нагрева, при-
меняются многослойные конструкции. Для 
описания их работы созданы различные мате-
матические модели теории термоэлектроупру-
гости однородных тел [4–6], в которых расчет-
ные соотношения представлены системами  
несамосопряженных дифференциальных урав-
нений, что существенно усложняет процедуру 
интегрирования в случае построения замкну-
тых решений начально-краевых задач. 

Чтобы решить эту проблему, исследователи 
используют различные подходы, в частности 
изучают несвязанные задачи [7–15] или анали-
зируют расчетные схемы с вырожденной гео-
метрией [16–26]. Так, в работах [7–13, 24, 25] 
рассмотрены стационарные задачи для длинно-
го электроупругого цилиндра, полой сферы и 
тонкостенной оболочки, а исследования [14, 15] 
связаны с определением температурного поля в 
пьезокерамической круглой пластине. 

В публикациях [16–19] проанализирована 
работа электроупругого слоя при тепловом 
ударе, в статьях [20, 21] — нестационарные 
термоэлектроупругие поля в длинном полом 
цилиндре. Бесконечная пьезокерамическая 
пластина с эллиптическими включениями — 
трещинами в условиях действия теплового по-
тока рассмотрена в трудах [22, 23]. Анализ рас-

пространения волн Рэлея в пьезоэлектрической 
среде при постоянной температуре поверхно-
сти тела проведен в работе [26]. 

На основании обобщения полученных ре-
шений для однородных тел сформулированы и 
построены решения для многослойных кон-
струкций. В частности, найдено решение для 
слоистых композитных пластин с пьезоэлек-
трическими накладками [27]. Исследована воз-
можность расслоения электроупругой системы 
при действии внешних термоэлектроупругих 
нагрузок [28]. 

Существует и другой подход, позволяющий 
повысить эффективность преобразователей 
энергии, связанный с использованием функци-
онально-градиентных композитов, где характе-
ристики материала меняются по простран-
ственным переменным [29–31]. В частности, 
проанализировано влияние теплового удара на 
конструкцию [30], определены неоднородные 
характеристики материала конечного термо-
упругого тела [29, 30]. 

Цель работы — построение нового замкну-
того решения связанной нестационарной осе-
симметричной задачи термоэлектроупругости 
для шарнирно закрепленной круглой много-
слойной пьезокерамической пластины. 

Введение ограничения по толщине и скоро-
сти изменения температуры на лицевой по-
верхности пластины [15] позволило не учиты-
вать инерционные характеристики системы. 
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При разработке алгоритма использованы ре-
шения связанных нестационарных краевых за-
дач термоупругости [32] и термоэлектроупруго-
сти [33] для однородной круглой пластины, ко-
торые позволили точно учесть влияние 
нестационарного температурного поля на ее 
напряженно-деформированное состояние. 

 
Постановка задачи. Круглая многослойная 
пьезокерамическая пластина занимает в ци-
линдрической системе координат ( , , )r z   об-
ласть (рис. 1) 

  : 0 , 0 2 , 0 .r b z h
           

Предлагаемый алгоритм справедлив для кон-
струкции с произвольным количеством слоев. 
Для определенности построенного решения пла-
стина принята трехслойной, где центральный 
слой выполнен из пьезокерамического аксиаль-
но поляризованного материала, а два других — 
из изотропного материала с различными физи-
ко-механическими характеристиками.  

Толщина пластины 
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где j  — номер слоя. 
Цилиндрическая поверхность электроупру-

гой системы шарнирно закреплена: отсутствуют 
вертикальные перемещения и нормальные 
напряжения. 

Рассмотрим случай изменения температур 
1( , )r t

   и 2( )t
  на верхней ( 0)z   лицевой и 

цилиндрической ( )r b   поверхностях пласти-
ны при заданной температуре внешней среды 

  на нижней ( )z h
   плоскости. Электроди-

рованные поверхности пластины подключены к 
измерительному прибору, причем ее нижняя 

1 2( )z h h 
    плоскость заземлена (рис. 1). 
Системы дифференциальных осесиммет-

ричных уравнений рассматриваемой задачи 
термоэлектроупругости в безразмерной форме 
для пьезокерамического аксиально поляризо-
ванного материала с гексагональной кристал-

лической решеткой состава 6 mm ( 2)j   и 
упругого изотропного материала ( 1 и 3)j   
имеют следующий вид [34–36]: 
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для изотропного материала 
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Рис. 1. Расчетная схема многослойной круглой 

пластины 
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где ( , , ),U r z t
    ( , , ),W r z t

    ( , , )r z t
    и 

( , , )r z t
    — компоненты вектора перемеще-

ний, потенциал электрического поля и прира-
щение температуры в размерной форме соот-
ветственно, 0T Т    (T  и 0Т  — текущая и 
начальная температура пластины); ,msС  ,mse  

,ss  ss  и ssg  — модули упругости, пьезомоду-
ли, коэффициенты диэлектрической проницае-
мости, компоненты тензора температурных 
напряжений и пирокоэффициенты электро-
упругого анизотропного материала, 

(2) ,ss ss tC    , 1,5;m s   ( ) ,j  ( )j  и ( )jE  — коэф-
фициент Пуассона, температурное напряжение 
и модуль упругости изотропного материала со-
ответственно, ( ) ( ) ( ) 1 ( )(1 2 )j j j j

tE       ( )( j
t  — 

коэффициент линейного температурного рас-
ширения); ( )j  и ( )jk  — коэффициенты тепло-
проводности и объемной теплоемкости. 

Краевые условия определяются следующими 
соотношениями: 
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где   — коэффициент теплоотдачи;  0 t  — 
потенциал, индуцируемый на верхней лицевой 
электродированной поверхности пластины в 
результате ее деформирования и определяемый 
в процессе решения задачи. 

Первые два соотношения (4), (6) определя-
ют отсутствие механических напряжений, а 
последнее равенство (6) учитывает конвекци-
онный теплообмен лицевой поверхности с 
внешней средой. Выражения (5) являются 
условиями совместности перемещений, на-
пряжений, температуры и идеального тепло-
вого контакта на поверхности жесткого соеди-
нения слоев. Условия (7) предполагают, что 
при 0t   конструкция находится в недефор-
мированном состоянии, а ее температурное 
поле определяется абсолютной температу-
рой 0T . Кроме того, без большой погрешности 
вследствие аксиальной поляризации пьезоке-
рамического материала принято условие 

| 1 0.r   
В случае подключения электродов к измери-

тельному прибору с большим входным сопро-
тивлением для определения функции  0 t  
использовано дополнительное интегральное 
условие 
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где S  — площадь пластины; zD  — аксиальная 
компонента вектора индукции. 

 
Построение общего решения. На первом эта-
пе исследования будем применять интеграль-
ное преобразование Ханкеля [37]. В этом слу-
чае точное решение в обычных функциях Бес-
селя можно получить при выполнении только 
в граничных условиях (3) следующих соотно-
шений: 11 12С С  для пьезокерамического ма-
териала и   0,5j   для изотропного. В других 
областях конструкции эти равенства не учи-
тываем. 

Для преобразования неоднородного гранич-
ного условия (3) в однородное воспользуемся 
новыми функциями ( , , )r z t  и ( , , ):u r z t  
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После подстановки формулы (9) в выраже-
ния (1)–(7) получаем новую задачу относитель-
но параметров , , ,u W   , для решения которой 
применяем преобразование Ханкеля: 
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где nj  — положительные нули функции 0 ( );nJ j  
(...)vJ  — функции Бесселя первого рода поряд-

ка v  [38]. 
Тогда в области изображений имеем следу-

ющую начально-краевую задачу: 
для пьезокерамического материала 
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для изотропного материала 
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Принимая во внимание кусочно-гладкий ха-
рактер функций Hu , Hw , ,H  ,H  и вводя но-
вые функции , , , ,H H H HU W    приводим усло-
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где 1 41( ), ..., ( )f z f z  — дважды дифференцируе-
мые функции; (...)H  — единичная функция 
Хэвисайда. 

После подстановки (17) в выражения (11)–
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получаем новую краевую задачу относительно 
функций ,HU  ,HW  H  и .H  

Эту задачу решаем с помощью биортого-
нального конечного интегрального преобразо-
вания [39] при использовании неизвестных 
компонент собственных вектор-функций ядер 
преобразований 1 4( , ), ..., ( , )in inK z K z   и 

1 4( , ), ..., ( , ):in inN z N z   
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где in  и in  — собственные значения соответ-
ствующих однородных краевых задач относи-
тельно сопряженных ( , )k inK z  и инвариант-
ных ( , )k inN z  компонент, 1...4.k   

Алгоритм решения этой задачи относи-
тельно функций ,HU  ,HW  ,H  ,H  выраже-
ния для компонент преобразований 

1 4( , ), ..., ( , )in inK z K z   и 1 4( , ), ..., ( , )in inN z N z  , 
трансформанты ( , , ),inG n t  а также стандарти-
зирующие функции  ( 1...4)j

mP m   для изо-
тропного и пьезокерамического материалов 
получены в работах [15, 32]. 

Применяя к трансформанте ( , , )inG n t  фор-
мулы обращения (18), (10) с учетом уравнений 
(9), (17), получаем следующие окончательные 
выражения: 
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С учетом заземления нижней лицевой элек-
тродированной поверхности на основании 
условия (8) определяем разность потенциалов 
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Результаты исследования. В качестве при-
мера рассмотрена трехслойная пластина 

3( 14 10 м),b    изготовленная из стали ( 1),j   
пьезокерамического материала PZT-4 ( 2)j   и 
пластика ( 3),j   которые имеют следующие 
физико-механические характеристики [7, 30, 
40]: 

 
 

 
11 12 13 33 55

10

; ; ; ;
13,9; 7,78; 7, 43; 11,5; 2,56 10 Па;

С С С С С 
 

 

      1 3 10; 20,0; 0,33 10 Па;E E     

      1 3; 0,28; 0,33 ;    
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        1 2 3, , 50,0; 1, В6, 0,2 т / )К ;м(      



#03(780) 2025 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 23 

2Вт / м5 )К,6 ( ;    

        1 2 3 36; ; 3,8; 3,0; 0 Дж,23 10 м )К ;/(k k k     

    9
11 33; 6, 46; 5,62 10 Ф/м;     

   15 31 3
2

3; ; 12,7; 5,2; 15 Кл/м,1 ;e e e    

4
11

2
33 0,6 1 Кл/(0 .м К)g g       

Исследован следующий случай изменения 
температуры  1 ,r t

   во времени t  (рис. 2): 

 
 

   

1 max

max max
max

, 1

sin ;
2

rr t T
b

t H t t H t t
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  2 0,t
   

где maxT   и maxt  — максимальная температура на 
верхней лицевой поверхности и соответствую-
щее ей время в размерной форме max( 100 С,T     

max 1 с).t   

Температура внешней среды   равна 
начальной температуре пластины 0 20 СT    
( 0).   

Результаты расчета — изменение разности 
потенциалов V  во времени t, относительной 
деформации пластины max(0, ,10 )W z t z   и 
приращения температуры ( )0, ,z t  по аксиаль-
ной координате z при толщине пьезокерамиче-
ского слоя 3

2 10 мh   и различных значениях 
толщин слоев из металла и пластика — показа-
но на рис. 3 и 4. Данные, приведенные на рис. 4, 
б, соответствуют установившемуся температур-
ному режиму в пластине: 1 — max12 ;t t  2 — 

max10 ;t t   3 — max8 .t t   
Изменение во времени t перемещений 
(0,0, )W t  и разности потенциалов V  при тол-

щине слоев 3
1 2 3 1 10 мh h h        и времени, 

соответствующем максимальной температуре 
на верхней лицевой поверхности пластины, 

max 0,1 и 1,0 сt   показано на рис. 5. Видно, что 
рост скорости изменения температурной 
нагрузки в начальный момент времени приво-
дит к увеличению перемещений и разности по-

           
Рис. 2. Изменение температуры 

 1 0(0, )t T  во времени t  (а) и температуры 1 max 0( , )r t T 
    

по радиальной координате r  (б) 

          
Рис. 3. Изменение разности потенциалов V  во времени t (а) и относительной деформации пластины 

max(0, , 10 )W z t z   по аксиальной координате z (б) при толщине пьезокерамического слоя 3
2 10 м,h   

толщине слоя из пластика 3
3 0,5 10 мh    и различных значениях толщины металлического слоя: 

1 — 3
1 1,0 10 м;h    2 — 3

1 0,5 10 м;h    3 — 3
1 0,25 10 мh    
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тенциалов на первом этапе работы конструк-
ции. При установившемся температурном ре-
жиме параметры (0,0, )W t  и ( )V t  не зависят от 
величины 1 | 0/ .tt    

Выводы 
1. При постоянной толщине слоя из пласти-

ка с увеличением толщины металлического 
слоя происходит рост перемещений и относи-

тельной деформации пластины, что приводит к 
повышению разности потенциалов. 

2. Использование металлической подложки 
в преобразователях в первую очередь связано с 
необходимостью повышения их прочностных 
свойств, так как пьезокерамический материал 
является хрупким. В рассмотренной конструк-
ции применение слоя из металла также позво-
ляет повысить ее функциональные характери-
стики. 

          

 
Рис. 4. Изменение разности потенциалов V  во времени t  (а), приращения температуры ( )0, ,z t  (б) и 
относительной деформации пластины max(0, , 10 )W z t z   (в) по аксиальной координате z при толщине 

пьезокерамического слоя 3
2 10 м,h   толщине металлического слоя 3

1 0,5 10 мh    и различных значениях 
толщины слоя из пластика: 

1 — 3
3 1,0 10 м;h    2 — 3

3 0,5 10 м;h    3 — 3
3 0,25 10 мh    

        
Рис. 5. Изменение перемещений  0,0,W t  и разности потенциалов V  во времени t при толщине слоев 

3
1 2 3 1 10 мh h h        и различных значениях времени, соответствующем максимальной температуре  

на верхней лицевой поверхности пластины: 
1 — max 0,1 с;t   2 — max 1,0 сt   
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3. Увеличение толщины теплоизоляционно-
го слоя из пластика при постоянных толщинах 
металлического и пьезокерамического слоев 
вызывает уменьшение температуры на нижней 
поверхности 1 2( )z h h   пьезокерамического 
слоя, что повышает относительные деформа-
ции при 1z h  и разность потенциалов. 

4. Разработанный алгоритм осесимметрич-
ной задачи термоэлектроупругости для много-
слойной пластины также справедлив при жест-
ком закреплении ее цилиндрической поверхно-
сти и удовлетворении любых линейных гра-
граничных условий теплопроводности. 
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