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Применение в летательных аппаратах круглых пластин со вставками из различных 
материалов требует учета изменения полей остаточных напряжений и умения их рас-
считывать. Рассмотрена биметаллическая кольцевая пластина с жестко закрепленным 
внутренним контуром. Разработан алгоритм расчета полей остаточных напряжений 
биметаллической кольцевой пластины с учетом свойств используемых материалов, 
геометрических параметров и условия ее закрепления. Приведены примеры вычисле-
ния остаточных напряжений при изменении размеров пластины и модуля упругости 
материала. Разработанный алгоритм можно использовать для трубных конструкций и 
пересечений труб с прямоугольными пластинами. Алгоритм позволяет инженерными 
методами с достаточной степенью точности проводить предварительные расчеты на 
стадии проектирования конструкций, которые можно представить в расчетной схеме 
как биметаллическую кольцевую пластину. 
EDN: HMLJWF, https://elibrary/hmljwf 
Ключевые слова: авиационная техника, биметаллическая кольцевая пластина, 
напряженное состояние, математическая модель, натяг пластины 

Using the round plates with inserts made of various materials in the aircraft requires con-
sidering alterations in the residual stress fields and an ability to compute them. The paper 
analyzes a bimetallic annular plate with the rigidly fixed internal contour. It develops an al-
gorithm for computing the residual stress fields of a bimetallic annular plate taking into ac-
count properties of the materials used, geometric parameters and conditions of its fixation. 
The paper provides examples of computing stresses with an alteration in the plate size and 
the material elasticity modulus. The developed algorithm could be used for tubular struc-
tures and intersections of pipes with the rectangular plates. The algorithm allows engineer-
ing methods to carry out preliminary computation with a sufficient degree of accuracy at 
the design stage of structures that could be represented in a computation scheme as the bi-
metallic annular plate. 
EDN: HMLJWF, https://elibrary/hmljwf 
Keywords: aircraft, bimetallic annular plate, stress state, mathematical model, plate tension
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Конструктивные элементы в виде кольцевых 
пластин находят широкое применение в совре-
менной ракетной [1, 2] и авиационной [3–6] 
технике. К таким элементам относятся кон-
структивно неоднородные биметаллические 
кольцевые пластины, используемые в авиаци-
онной технике для упрощения конструкции, 
снижения массы и повышения ресурса ответ-
ственных узлов и деталей [7]. 

Часто в качестве расчетной выступает схема 
жесткого закрепления кольцевой пластины по 
внутреннему контуру [8–12], которую можно 
назвать пластиной с жесткой вставкой [13, 14]. 

В летательных аппаратах к расчетным мож-
но отнести схемы: наружных кольцевых шпан-
гоутов цилиндрических оболочек [15]; усиле-
ния трубопроводов гидросистем в местах их 
прохода через баки, нервюры и лонжероны [2, 
4]; дисков рабочих колес авиационных насосов 
и компрессоров [6, 9, 16]; дисков турбин [5, 7, 9] 
и устройств крепления [3, 6] авиационных га-
зотурбинных двигателей. 

В зависимости от назначения биметалличе-
ские кольцевые пластины можно изготавливать 
различными методами — прессованием, литьем 
и наплавкой. При этом возникают остаточные 
напряжения (ОН), которые являются само-
уравновешенными за счет пластической де-
формации материала, но под действием внеш-
них нагрузок могут привести к появлению тре-
щин или недопустимых деформаций [17–19]. 

Следует отметить, что к дискам компрессо-
ров и турбин авиационных газотурбинных дви-
гателей предъявляют повышенные требования 
по надежности [20]. 

Отличием напряженного состояния биме-
таллической пластины от такового в пластине 
из однородного материала [9, 11] является 
наличие границы изменения (скачка) напряже-
ния вследствие различия механических харак-
теристик материала. 

Для круглых и кольцевых изотропных и ор-
тотропных пластин из однородного материала 
имеются аналитические решения отдельных 
задач [21–28] методами теории упругости с ис-
пользованием комплексных потенциалов и 
бесконечных рядов. Среди численных методов 
решения [29–33] можно отметить метод конеч-
ных элементов. Однако полученные результаты 
нельзя применить непосредственно к биметал-
лическим кольцевым пластинам. 

Цель исследования — разработка алгоритма 
расчета полей ОН в биметаллической кольце-

вой пластине с учетом свойств используемых 
материалов, геометрических параметров и 
условий закрепления, опирающегося на суще-
ствующие в теории упругости решения задач о 
вставке тел с натягом. 

 
Расчетная схема и математическая модель. 
Определим ОН в круглой пластине с наружным 
радиусом 1,R  жестко закрепленной по внут-
реннему контуру радиусом R  (рис. 1) при от-
сутствии внешних усилий. 

В работе [34] получены математические за-
висимости для расчета нормальных и касатель-
ных ОН, возникающих в конструктивно одно-
родных круглых пластинах, которые имеют 
концентрически расположенный жестко за-
крепленный внутренний контур и находятся 
под действием растягивающей равномерно 
распределенной нагрузки. 

При установке на пластине по внешнему 
контуру радиуса 1R  кольца толщиной 2 1( )R R  
происходит изменение картины распределения 
ОН. Особенно это заметно в случае изготовле-
ния пластины и кольца из разнородных мате-
риалов при нагреве конструкции вследствие их 
различной деформации. 

Расчетная схема такой задачи сводится к за-
даче плоской теории упругости об упругом 
кольце с внутренним радиусом 1,R  в которую 
вставлена упругая круглая пластина, имеющая 
первоначально несколько больший радиус по 
сравнению с 1.R   

В предложении о том, что трение между 
кольцом и пластиной отсутствует, их взаимо-
действие сводится к нормальному давлению p  
на внутренний контур первого тела и внешний 

 
Рис. 1. Расчетная схема биметаллической кольцевой 

пластины: 
1 — круглая пластина; 2 — наружное кольцо 
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контур второго [35]. Ввиду полной симметрии 
давление будет постоянным вдоль контура. 

Решение такой задачи складывается из ре-
шения для пластины, соответствующего нор-
мальным ОН — радиальным r  и окружным 
t  — и касательным ОН   (см. рис. 1), и реше-
ния для кольца, находящегося под действием 
внутреннего давления. 

Принимаем внутренний радиус кольца до 
деформации равным 1,R  а натяг — .  Тогда 
радиус пластины в недеформированном состо-
янии будет равен 1( ).R  Натяг   является 
постоянной величиной, определяемой путем 
решения соответствующей термомеханической 
задачи или экспериментально. 

После того, как пластина вложена в отвер-
стие кольца, вдоль их общей границы должно 
выполняться условие 

   2 1 .u u  

Здесь 2u  и 1u  — радиальные перемещения то-
чек кольца и пластины, 
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где r  — текущий радиус; 2E , 1E  и 2 , 1  — 
модули упругости и коэффициенты Пуассона 
материала кольца и пластины соответственно; 
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Учитывая малость натяга   по сравнению с 
радиусом 1R , принимаем  1r R  и после подста-
новки выражений (1) и (2) в условие на контуре 

  2 1u u  получаем выражение для определе-
ния давления 
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где 
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Согласно данным работы [34], выражения 
для определения ОН, возникающих в пластине, 
находящейся под действием внешнего давления 
и имеющей недеформируемую вставку, имеют 
вид 
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Тогда ОН в кольце можно вычислить, под-
ставив в систему (4) внешнее давление, найден-
ное по формуле (3). Следовательно, ОН, возни-
кающие в кольце, определяются выражениями 
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Результаты расчета и обсуждение. На осно-
вании полученных математических моделей 
(3)–(5) исследовано влияние геометрических и 
конструктивных параметров биметаллической 
кольцевой пластины с жестко закрепленным 
внутренним контуром на возникающие в ней 
радиальные ОН  1r ,  2r  и окружные ОН  1t , 
 2t . 

Для расчета использованы следующие гео-
метрические параметры: радиус внутреннего 
контура пластины R  = 500 мм; внешний радиус 
пластины 1R  = 500…950 мм; внешний радиус 
кольца 2R  = 800…1000 мм. Приняты материалы, 
применяемые в авиастроении [3]: для пласти-
ны — конструкционная сталь 45 (модуль упру-
гости   5

1 2,1 10E  МПа, коэффициент Пуассона 
 1 0,32 ); для кольца — алюминиевый сплав 
Д19 (модуль упругости   5

2 0,7 10E  МПа, коэф-
фициент Пуассона  2 0,32 ). Деформация 
(натяг) пластины  = 2,0 мм. 

Результаты расчета показаны на рис. 2, а–г, 
где полученные ОН отнесены к пределу текуче-
сти стали 45  т 400 МПа  и указаны в безраз-
мерном виде. 

Зависимости относительных радиальных и 
окружных ОН в пластине  1 т ,r   1 тt  (зо-
на I) и кольце  2 т ,r   2 тt  (зона II) от отно-
сительного текущего радиуса /r R  при отноше-
ниях геометрических параметров 1 1,5R R  и 

2 2,0R R  приведены на рис. 2, а. Видно, что 
радиальные ОН растут по модулю в пластине 
до границы с кольцом, претерпевают слом на 
границе и затем плавно уменьшаются, перехо-
дят нулевое значение и становятся положи-
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тельными. Окружные ОН совершают значи-
тельный скачок при переходе границы между 
пластиной и кольцом, а при приближении к 
внешней границе нелинейно падают. 

Зависимости относительных радиальных и 
окружных ОН в пластине  1 т ,r   1 тt  
(в точке 1,1r R ) и кольце  2 т ,r   2 тt  
(в точке 1,9r R ) от относительного внешнего 
радиуса пластины 1R R  при отношении геомет-
рических параметров 2 2,0R R  2( const)R  
приведены на рис. 2, б. Радиальные и окружные 
ОН в точке пластины и радиальные ОН в точке 
кольца снижаются, стремясь к нулю. Окружные 
ОН в точке кольца увеличиваются, так как его 
ширина уменьшается. 

Зависимости относительных радиальных и 
окружных ОН в пластине  1 т ,r   1 тt  
(в точке 1, 4r R ) и кольце  2 т ,r   2 тt  
(в точке 1,6r R ) от относительного внешнего 

радиуса кольца 2R R  при отношении геомет-
рических параметров 1 1,5R R  ( 1 constR ) 
приведены на рис. 2, в. Видно, что радиальные 
и окружные ОН в точках пластины и кольца 
уменьшаются, стремясь к постоянному значе-
нию. 

Зависимости относительных радиальных и 
окружных ОН в пластине  1 т ,r   1 тt  
(в точке 1, 4r R ) и кольце  2 т ,r   2 тt  
(в точке 1,8r R ) от относительного модуля 
упругости материала кольца 2 2minE E  

  5
2min( 0,7 10 МПа)E  при отношениях геомет-

рических параметров 1 1,5R R  и 2 2,0R R  
1( const,R 2 const)R  приведены на рис. 2, г. 

Видно, что радиальные и окружные ОН в точке 
пластины и радиальные ОН в точке кольца 
уменьшаются, стремясь к постоянному значе-
нию. Окружные ОН в точке кольца существен-
но увеличиваются. 

 

 
Рис. 2. Зависимости относительных радиальных ОН  1 тr  (1),  2 тr  (2)  

и окружных ОН  1 тt  (3),  2 тt  (4) от относительных параметров пластины: 
а — текущего радиуса ;r R   

б и в — внешних радиусов пластины 1R R  и кольца 2 ;R R  
г — модуля упругости материала кольца 2 2minE E  
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Выводы 

1. Предложена математическая модель (1)–
(5) определения ОН в биметаллической коль-
цевой пластине с жестко закрепленным внут-
ренним контуром. 

2. Модули упругости материала пластины и 
кольца и их соотношение значительно влияют 
на картину распределения ОН. Варьирование 
отношений размеров кольца и вставки, их 
упругими характеристиками и натягом позво-
ляет создавать различные поля ОН. 

3. Разработанный алгоритм дает возмож-
ность на стадии проектирования инженерных 
конструкций для авиационной и ракетной тех-
ники в виде кольцевых пластин, изготовленных 
из разнородных материалов, рассчитывать и 
моделировать поля ОН. 

4. Полученные результаты могут быть при-
менены не только к кольцевым пластинам, но и 
к другим инженерным конструкциям — двух-
слойным трубам, биметаллическим втулкам, 
для которых кольцевая жесткость внутреннего 
слоя значительно больше, чем у наружного. 
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