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Рассмотрена задача прогноза и обработки биомеханических сигналов протезных кон-
струкций нижних конечностей с целью создания системы корпоративного управле-
ния их электронными коленными модулями. Проблема классического подхода в рам-
ках теории управления сводится к отсутствию уравнения движения и при наличии 
гипотез о его виде стохастической природе его оценки. В то же время биомеханика 
как дисциплина содержит большой массив данных, гипотез и упрощенных моделей, 
которые дают возможность описать процесс походки. Предложен подход, основан-
ный на механике Маркова, позволяющий построить модель динамики углов в колен-
ном и тазобедренном суставах при походке человека, на основе нескольких источни-
ков данных. 
EDN: ZCZROX, https://elibrary/zczrox 
Ключевые слова: механика Маркова, биомеханика, протезные конструкции нижних 
конечностей, динамическая система 

The paper considers a problem of forecasting and processing the biomechanical signals 
from the lower limb prosthetic structures to create a corporate control system for their elec-
tronic knee modules. The problem of classical approach within the control theory frame-
work is reduced to the missing motion equation and with the hypotheses on its type at the 
stochastic nature of its assessment. At the same time, biomechanics as a discipline contains a 
large array of data, hypothesis and simplified models that make it possible to describe the 
gait process. The paper proposes an approach based on the Markov mechanics allowing 
construction of a model of the angles in the knee and hip joints dynamics in human gait 
based on the several data sources. 
EDN: ZCZROX, https://elibrary/zczrox 
Keywords: Markov mechanics, biomechanics, lower limb prosthetic structures, dynamic 
system 
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Проблема построения модели динамической 
системы по экспериментальным данным доста-
точно хорошо изучена [1]. В условиях отсут-
ствия информации об уравнении движения, 
при наличии достаточного количества экспе-
риментальных данных и/или экспертных оце-
нок становятся актуальными статистические 
подходы к реконструкции и описанию поведе-
ния динамической системы (ДС). 

Отсутствие необходимости описывать ДС в 
терминах перемещения и ее производных от-
крывает возможность описания динамики ДС в 
более удобных в метрологическом смысле па-
раметрах. Так, в соответствии с теоремой 
Ф. Такенса [2], можно описать ДС с конечным 
числом степеней свободы в лаговом простран-
стве [3], которое допускает конечно-элемент-
ную дискретизацию. 

Для описания процесса походки под конеч-
ным элементом можно понимать ограниченное 
компактное множество сочетаний значений 
углов, угловых скоростей (обобщенных коор-
динат) или иных параметров, которое будем 
называть пространством признаков. На рис. 1 
приведена схема измерения углов (угловых 
скоростей), в пространстве сочетаний которых 
описываются эволюция ДС и проекция фраг-
мента данных походки на плоскость углов в 
коленном (КС) k  и тазобедренном (ТБС) t  
суставах,  которую будем называть кинематиче-
ским портретом. 

Тогда поведение (эволюцию) ДС можно 
описать как эволюцию вероятностей ее нахож-

дения в некотором узле конечно-элементного 
разбиения [4]. На рис. 1 характерный вид ко-
нечного элемента представлен областью e. 

Пусть дан набор реализаций наблюдаемого 
сигнала, характеризующего походку челове-
ка, — углы КС и ТБС. Разобьем пространство 
признаков на конечные элементы и найдем 
такую матрицу ,M  которая минимизирует 
квадратичную ошибку невязки прогноза 

( ) ( )P t P t  M  и вероятности ( )P t  для всех 
измеренных значений времени t. 

Для возможности однозначного представле-
ния вероятности быть в некотором элементе в 
момент времени t  в функции от распреде-
ления в момент времени t необходимым и до-
статочным условием является наличие функ-
циональной зависимости точки в пространстве 
признаков  ( )x t  от конечного числа призна-
ков в момент времени t. Это возможно лишь 
при условии, что  ( )x t есть решение некото-
рой системы однородных обыкновенных урав-
нений. 

Важно отметить, что, в отличие от эволюции 
обобщенных координат ДС эволюция их рас-
пределений всегда линейна по вероятности. Это 
следует из условия сохранения нормировки 
(сумма вероятностей равна единице) под дей-
ствием оператора M для всех возможных разби-
ений пространства признаков [4]. Данный факт 
открывает перспективы по анализу свойств не-
линейных ДС модальными методами. 

При рассмотрении задачи с дискретным 
временем задачу можно свести к построению 

 
Рис. 1. Кинематический портрет походки на протезе с ампутацией 
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цепи Маркова [4], причем известно доказатель-
ство сходимости [5] по инвариантной мере [6] 
при стремлении к нулю размера конечных эле-
ментов. Одним из способов уточнить модель 
является учет экспертных оценок. 

Цель работы — рассмотреть подходы к опи-
санию ДС на основе различных источников 
информации о ее динамике на примере протеза 
нижней конечности. 

 
Построение модели на основе экспертных 
оценок. Пусть закон эволюции ДС задан экс-
пертной оценкой в виде графической зависи-
мости угла в КС и ТБС (рис. 2). Выделим на 
этих графиках точками четыре характерных 
сочетания углов и представим закон изменения 
этих величин как последовательность перехода 
между точками–состояниями, которые описы-
вают характерные сочетания углов. Характер-
ная частота шага составляет 1 Гц. 

Тогда экспертную оценку динамики (закона 
эволюции) ДС можно представить как граф в 
пространстве признаков, а граф — в виде цепи 
Маркова. 

Пусть пространство признаков содержит 
следующие данные телеметрии: угол в КС, угол 
в ТБС, угловую скорость в ТБС и положение 

золотника (влияющее на момент сопротивле-
ния в КС). 

Известно [7], что существуют четыре харак-
терных состояния и правила перехода между 
ними. Обозначим матрицу, описывающую эво-
люцию вероятности быть в одном из четырех 
состояний в момент времени t  как функ-
цию от вероятности быть в одном из четырех 
состояний в момент времени t через .DM  

Дополним каждое из четырех состояний 24 
версиями при различных значениях угловой 
скорости и управления. Итоговая матрица со-
держит  44 3 324 состояний. 

Из работы [8] известна качественная связь 
длины шага (и амплитуды углов в ТБС) с часто-
той шага (и угловой скоростью), а именно при 
росте длины шага увеличиваются амплитуды 
углов в КС и ТБС. Эту связь опишем матри-
цей  .tM  

Также известна связь между углом поворота 
золотника коленного модуля и амплитуды уг-
лов в КС: чем больше угол золотника, тем 
больше момент сопротивления в коленном мо-
дуле и тем меньше амплитуда угла в КС. 

Пусть управление принимает три состояния 
сопротивления: высокое, среднее и низкое. 
Опишем отклонение углов от среднего значения 
также тремя состояниями. Тогда связь парамет-
ра управления (угла золотника) и отклонений 
угловых скоростей от нормы можно описать 
таблицей условных вероятностей tM  и  .kM  

Тогда представим модель следующим обра-
зом: 

       ,t ku w DM M M M M M  

где   — символ, обозначающий спаривание 
(определение этой операции будет дано далее) 
моделей ДС. 

 
Операции над сеткой. Изменение сетки. Пред-
ставление закона эволюции ДС как эволюции 
конечного числа состояний ДС предполагает 
отождествление траекторий внутри конечного 
элемента. Тогда прогноз ДС зависит от способа 
разбиения пространства ее признаков на мно-
жество конечных элементов (сетки). 

Пусть динамика ДС на сетке 1 описана вы-
ражением 

  1 1 1,P M P  

где 1P  и 1P  — распределения вероятностей на 
элементах сетки 1 в моменты времени  t  
и ;t  1M  — матрица Маркова. 

 
Рис. 2. Экспертное описание динамики походки  

без патологий 

 
Рис. 3. Граф в пространстве признаков 
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И существует сетка 2. Тогда можно ввести 
операторы 21N  и 12 ,N  которые осуществляют 
сопоставление сетки 1→2 и 2→1 соответственно, 
а матрица 2 21 1 21M N M N  сопряжена операто-
рами 21N  и 12.N  

Эквивалентность моделей 2M  и 1,M  т. е. 

       1 1 1 2 2 2 1 12 2, :     ,n n
n n n n nP M P P M P P N P   

возможна при выполнении условия 

 21 12 ,N N E  

где E  — единичная матрица. 
 

Редукция. Пусть известна динамика процесса 
при трех значениях параметра u (например, 
управления). Тогда для постоянного управле-
ния матрицу M можно представить как 
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где uiM  — матрица Маркова процесса при 
условии, что параметр лежит в диапазоне i = 1, 
2, 3. 

Пусть известно, что параметр u принадле-
жит распределению .Pu  Тогда можно понизить 
размерность  21 1 21,M N M N  причем 
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т. е. 
   1 1 2 2 3 3.Pu Pu PuM M M M  

 
Прямое произведение (спаривание). Пусть 
модель ДС представима произведением двух 
динамик. Так, динамику осциллятора можно 
описать как последовательность двух дей-
ствий — поворота на угол     и сниже-
ния радиуса  α .R R  

Причем при некотором лаге   [9] матрица 
динамики поворота M  является перестано-
вочной и в полярной системе координат повто-
ряется на каждом радиусе i. Динамика измене-
ния R RM  повторяется на каждом луче i из 
начала координат. Тогда существуют такие 
матрицы x iN , ixN  и xRiN ,  ,RixN  что 

     2d x i ixM N M N  и  2R d xRi R RixM N M N , 

а модель осциллятора можно выразить как 

   2 2 2 2 .R d d d R dM M M M M  

Обозначим произведение матриц Маркова 
ДС как 
   .RM M Μ  

Для некоторых ДС известен способ форми-
рования непосредственно матриц парциальных 
систем ,kM  для других имеется информация о 
характерных частотах и формах колебаний. Ме-
тоды модального синтеза позволяют учесть эв-
ристики [10], известные о динамике ДС при 
создании моделей. 

Другой пример объединения возникает при 
изменении параметра ДС (управления, воздей-
ствия) по независимому от внутренних пере-
менных закону. 

Пусть есть две модели. Первая описывает 
динамику однородной ДС при внешнем воз-
действии (нагружении или управлении) кусоч-
но-постоянную на интервале  , вторая мо-
дель — динамику нагружения или управления. 
Тогда имеем 
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Изменение лага. Представление непрерывного 
пространства множеством элементов конечной 
размерности приводит к потере информации о 
начальных условиях по мере эволюции ДС. Од-
ним из способов, альтернативных к измельче-
нию сетки, является выбор лага равным поло-
вине характерного периода колебаний ДС [11]. 
При необходимости описания эволюции ДС на 
интервале времени, меньшем лага, исходную 
ДС можно представить (при наличии полного 
базиса собственных векторов) как 

  1 DM Ve V  и записать для нового лага 
  1 1  ,DM Ve V  где V  — собственный вектор 

матрицы .DM  
Необходимо отметить, что положительность 

коэффициентов DM  не гарантирована. В этом 
случае вместо распределения вероятностей 
уместно говорить о распределении зарядов, а 
элементами обобщенной цепи Маркова явля-
ются условные заряды [12]. 

Тогда назовем обобщенной матрицей Мар-
кова [13] с суммой по столбцу равной единице, 
но необязательно содержащую только положи-
тельные элементы с собственными значениями 
по модулю не больше единицы. Подобные 
обобщения моделей Маркова тесно связаны с 
оператором Купмана [14]. 
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При исследовании детерминированных ДС, 
хоть и заданных множеством источников дан-
ных, предполагаем сходимость распределения 
при сгущении сетки к дельта-мере, а argmax как 
метод восстановления обобщений координаты 
по распределению. 

Пусть 

 

0 1 0 0
0 0 1 0 .0 0 0 1
1 0 0 0

D

 
 
 
 
 

M  

Тогда, зная период шага T, введем матрицу 
 4/ 1,T

DM V λV  которая описывает чередова-
ние фаз (рис. 3) с заданным периодом. 

Причем угол в ТБС принимает значения 
      30, 20, 10, 5,0,5,10,20,30 ,At  

а угол в КС 
   0,5,10,15,20,25,50,60,70 .Ak  

Матрицы, описывающие изменения каденса 
wM  и управления ,uM  определяются следую-

щими выражениями: 
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где |i jw wP  — условная вероятность события iw  
при условии реализации ;jw  |i ju uP  — условная 
вероятность события iu  при условии реализа-
ции ;ju  величины каденса w  и сопротивления 
коленного модуля u  принимают по три значе-
ния: w , ow , w  и u , ,ou  u  соответственно. 

Матрицы отклонения по углам в ТБС tM  и 
КС kM  вычисляются как 
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Тогда условные вероятности матрицы Мар-
кова определяются следующим образом: 

 
         

    
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, , , , | , , , ,
| | | , | , | ,

P w u t k d w u t k d
P w w P u u P t u w P k u w P d d

 

где  ,t  k  — принимают по три значения 
(например, t  имеет смысл увеличения по 
сравнению с нормой угла в ТБС); d — индекс 
фазы, принимающий четыре значения. 

Обобщенная матрица Маркова в общем ви-
де показана на рис. 4. Яркость цвета пропор-
циональна значению условной вероятности. 
Блоком A представлена подматрица | ,u u P  ко-
торая описывает эволюцию вероятностей за 
интервал времени Δ при условии u u  в мо-
мент времени t и u u  в момент времени 
.t  Блоку В соответствует матрица | ,o ou uP  

блоку C — | .u u P  
Динамика изменения угла в КС  TAk Ak P  

приведена на рис. 5. Видно, что данные экс-
пертной оценки и прогноза хорошо согласова-

 
Рис. 4. Матрица Маркова для матриц перестановки 

DM  и wM  

 
Рис. 5. Зависимости угла в КС k  от времени t, 

полученные по результатам прогнозирования ( ) 
и экспертной оценки ( ) 
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ны, существует вариативность угла в КС, вы-
званная вариативностью частоты шага. 

 
Модальный анализ ДС. Расчетные собствен-
ные значения обобщенной матрицы Маркова 
приведены на рис. 6, где Im и Re — мнимая и 
вещественная часть собственного значения. 

Матрица DM  имеет собственные значения 
1 1(1, , , ),D e     а матрицы wM и uM  — 
2 2(1, , )w     и (1,1,1)u   соответственно. 

Используя свойства спаренных матриц, полу-
чаем собственные значения  D w uM M M  и 
     .D w u  

Тогда в спектре ДС должны наблюдаться 
собственные значения группы А (по модулю 
равные единице) и группы В (по модулю рав-
ные e) 
               1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 2 2 21, , , , , , , , , , ,e e e  

с частотами 

 
       

  

 
      

 
  

1 1 2

2

2 20, , ,

2 ,

angle angle angle

angle

 

где angle  — угол комплексного числа. 
При  t kM M  модель характеризуется 

наличием нулевых собственных значений. 
Инвариантная мера (рассчитанная на основе 

собственного вектора, соответствующего соб-
ственному значению, равному единице) в коор-
динатах At Ak  приведена на рис. 7. Яр-
кость цвета пропорциональна вероятности (до-
ля времени) нахождения в соответствующем 
состоянии. 

Синтез априорной и апостериорной моделей. 
Пусть известны две модели — априорная aM  и 
построенная по экспериментальным данным 

.oM  Определим обновление априорной [15, 16] 
модели экспериментальными данными следу-
ющим образом: 
    1 .a a oM M M  

При 1[ ]0,  M  — обобщенная матрица 
Маркова. 

Определим расстояние [17] между моделями 
ДС ( , )a oR M M  как среднее модулей собствен-
ных значений разности  .a oM M  Пусть, как и в 
предыдущем примере, априорная модель со-
ставлена из системы данных экспертов, каждый 
из которых описывает динамику в различных 
пространствах. 

Модель, построенная по данным телемет-
рии, описывает эволюцию сигнала на 36 эле-
ментах в координатах углов в КС и ТБС. Эври-
стическая модель описывает эволюцию на 324 
элементах в четырехмерном пространстве при-
знаков, среди которых углы, каденс (три состо-
яния) и управление (три состояния). Путем ре-
дукции сократим число элементов эвристи-
ческой модели, приняв фиксированными 
значения каденса и управления. Собственные 
значения рассогласования (ошибки) двух моде-
лей при принятых среднем управлении и ка-
денсе приведены на рис. 8. 

Амплитуда собственного значения характе-
ризует амплитуду ошибки, а угол обратно про-
порционален частоте сигнала рассогласования. 

Усредняя оператором iN  по элементам, 
имеющим равные координаты в проекции на 
соответствующих пространствах, составим про-

 
Рис. 6. Собственные значения обобщенной  

матрицы Маркова 

 
Рис. 7. Инвариантная мера в координатах 

At Ak  
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екции моделей  T ,oi i o iM N M N   T .ai i a iM N M N  
При определении расстояния ( , )ai oiR M M  су-
ществует возможность валидировать соответ-
ствующего эксперта: оценить согласованность с 
экспериментальными данными и рассогласова-
ние моделей как ( , ).a oR M M  

Собственные значения разности моделей, 
редуцированных по D (цикл шага представлен 
как чередование четырех состояний [18]), при-
ведены на рис. 9. Видно, что рассогласование по 
инвариантной мере (вещественное собственное 
значение) меньше, чем по моде, что может быть 

вызвано согласованностью траекторий, но 
наличием рассогласования по частоте. Также 
сравнение рис. 8 и 9 показывает, что динамика 
чередования фаз согласована с результатами 
эксперимента лучше, чем прочие эвристики. 

Результаты прогнозирования угла в КС k, 
полученные с использованием различных мо-
делей приведены на рис. 10. 

Выводы 
1. Современные задачи механики характери-

зуются исходными данными из множества ис-
точников, стохастической природой объекта 
моделирования и формулирования предельных 
состояний в терминах риска. 

2. Представление ДС как закона эволюции 
вероятностей на множестве состояний позво-
ляет описать в линейной форме широкий 
спектр ДС. Матричное представление закона 
эволюции ДС дает возможность учесть уравне-
ние движения, эвристику описания и экспери-
ментальные данные, а модальный подход к ана-
лизу полученных моделей — оценить согласо-
ванность различных моделей. 

3. Применение разработанного подхода поз-
волило реализовать модель коленного узла 
протеза, используемую в контуре системы 
управления, адаптивную к индивидуальным 
особенностям походки человека.  
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