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Применение аддитивных технологий позволяет решать задачу изготовления механи-
ческих передач с использованием 3D-принтера. Такой способ характеризуется высо-
кими производительностью и экономичностью. Рассмотрена пространственная мате-
матическая модель сдвоенной волновой зубчатой передачи, вторая ступень которой 
является зубчатой муфтой. Предложена методика расчета, основанная на определе-
нии упругого взаимодействия гибкого, жестких колес и генератора волн, учитываю-
щая пространственный характер деформации элементов. Численные исследования 
выполнены для передачи, изготовленной с применением аддитивных технологий. 
Передаточное отношение сдвоенной волновой зубчатой передачи — 30, разница чи-
сел зубьев гибкого и жесткого колес в первой ступени — 4. Проведены теоретические 
исследования распределения сил, действующих на боковые поверхности зубьев, в 
окружном и продольном направлениях. Расчетным путем получена характеристика 
крутильной жесткости сдвоенной волновой зубчатой передачи с дисковым генерато-
ром волн. Определены значения крутильной жесткости при различных значениях 
момента сопротивления. 
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Using the additive technologies makes it possible to solve the problem of manufacturing 
mechanical gears on a 3D printer. This manufacture method has high productivity and 
cost-effectiveness. The paper considers a spatial mathematical model of a double harmon-
ic drive, which second stage is a toothed clutch. It proposes a computation technique 
based on determining elastic interaction of the flexible, rigid wheels and wave generator, 
taking into account spatial nature of the elements deformation. Numerical studies were 
performed for a drive manufactured using the additive technologies. The harmonic drive 
gear ratio was 30, the difference in the number of teeth of the flexible and rigid wheels in 
the first stage was 4. Theoretical studies were performed on distribution of forces acting 
on the lateral surfaces of the teeth in the circumferential and longitudinal directions. 
Computation was used to obtain the torsional stiffness characteristic of the harmonic 
drive disk wave generator. The torsional stiffness values were received for different values 
of the resistance moment. 
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Прямое цифровое производство получает все 
большее распространение в машиностроении и 
других сферах промышленности. Современные 
аддитивные технологии можно использовать 
для объемной печати изделий из пластика. Де-
тали волновых зубчатых передач (ВЗП), ранее 
изготавливаемых только на фрезерном станке, 
сегодня можно напечатать на 3D-принтере, ис-
пользуя аддитивные технологии. Такой способ 
характеризуется высокими производительно-
стью и экономичностью, безотходностью и 
быстрой переналадкой оборудования. В связи с 
этим необходимо исследовать возможность 
производства ВЗП с помощью аддитивных тех-
нологий [1]. 

На кафедре РК-2 МГТУ им. Н.Э. Баумана 
спроектирована и изготовлена ВЗП с примене-
нием аддитивных технологий. В составе 
изделия из покупных компонентов остались 
лишь подшипники и крепежные детали. 
Остальные компоненты были напечатаны из 
полимеров на 3D-принтерах. Передаточное 
отношение ВЗП — 30. Редуктор имеет полый 
вал для подводки воздушной магистрали. 

Спроектированная сдвоенная ВЗП (СВЗП) 
представляет собой модификацию двухступен-
чатой ВЗП, второй ступенью которой является 
зубчатая муфта (рис. 1, а). Входным звеном 
СВЗП служит дисковый генератор волн, состо-
ящий из деформирующих дисков 1 и 2, уста-
новленных на входном валу 3 с эксцентрисите-

том. Диски смонтированы с помощью двух ро-
ликовых подшипников. Подшипники с диска-
ми и входным валом образуют генератор волн 
СВЗП. Второе жесткое зубчатое колесо (ЖК2) 6 
является выходным звеном. 

В первой ступени зубчатый венец гибкого 
зубчатого колеса (ГК) зацеплен с неподвижным 
первым жестким зубчатым колесом (ЖК1) 5. 
СВЗП имеют разность чисел зубьев жесткого bz  
и гибкого gz  колес, равную 2b gz z  . В этом 
случае можно получить передаточное отноше-
ние u  не менее 60. Для обеспечения 30u   
принято, что разница 1 4,b gz z  , где 1bz  — 
число зубьев ЖК1. 

Во второй ступени СВЗП зубчатый венец за-
цеплен с ЖК2, являющимся выходным звеном. 
Вторая ступень представляет собой волновую 
зубчатую муфту, где числа зубьев ЖК2 2bz  и ГК 
равны: 2 .g bz z  Внешний СВЗП показан на 
рис. 1, б. 

Разработка математических моделей ВЗП 
позволяет на этапе проектирования определять 
ее параметры, обеспечивающие качественную 
работу электроприводов. При проектировании 
таких моделей необходимо учитывать простран-
ственный характер деформации элементов ВЗП. 
Сложность разработки пространственных мате-
матических моделей заключается в расчете упру-
гого взаимодействия гибкого и жестких колес с 
большим количеством мелких зубьев (около 
200) и неизвестной зоной контакта. 

      

Рис. 1. Конструктивная схема (а) и внешний вид (б) СВЗП 
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Постановка задачи. Исследованию ВЗП с ге-
нератором волн внутреннего деформирования 
посвящено много работ, в частности [2–14]. 
В публикациях [1, 8, 11] предложена матема-
тическая модель таких ВЗП, которая учиты-
вает пространственный характер упругого 
взаимодействия ее элементов и позволяет до-
статочно точно оценивать различные характе-
ристики. Однако до настоящего времени не 
создана пространственная модель СВЗП,  
использование которой даст возможность 
подбирать ее параметры и достаточно точно 
оценивать работу СВЗП на этапе проектиро-
вания. 

Цель работы — разработать математическую 
модель СВЗП с дисковым генератором волн, 
учитывающую пространственное упругое взаи-
модействие элементов, провести на ее основе 
теоретические исследования распределения сил 
между зубьями и получить крутильную жест-
кость СВЗП. 

 
Математическая модель. Для расчета упругого 
взаимодействия звеньев СВЗП использовали 
пространственную математическую модель, в 
которой поверхностный контакт звеньев заме-
нен односторонним контактом в отдельных 
точках. При этом учитывали только нормаль-
ные силы взаимодействия поверхностей. Обо-
ды ЖК1 и ЖК2 приняли абсолютно твердыми 
телами. Деформации зубьев ЖК1, ЖК2 и ГК 
определяли методом конечных элементов.  

В рассматриваемой математической модели 
диски как жесткие тела могли поступательно 
перемещаться в плоскости, перпендикулярной 
оси вращения ГК, которое под действием сил со 
стороны дисков и двух жестких колес находи-
лось в равновесии. Во второй ступени ЖК2 
устанавливали на выходном валу. Учитывали 
только смещения ГК как жесткого целого вдоль 
осей x, y (лежащих в плоскости, перпендику-
лярной оси вращения ГК) и его поворот вокруг 
оси z. Для упрощения расчетов принимали, что 
выходное звено ЖК2 способно только повора-
чиваться вокруг оси вращения z. 

Деформацию ГК определяли по линейной 
теории тонких оболочек. Часть ГК, на которой 
нарезаны зубья, заменяли ортотропной обо-
лочкой с эквивалентными жесткостями на рас-
тяжение и изгиб. В расчетной схеме непрерыв-
ный контакт между ГК и дисками заменяли 
дискретным, для чего внутреннюю поверхность 
ГК разбивали на четырехугольные области,  

в узлах которых могло осуществляться взаимо-
действие ГК с дисками. 

В осевом направлении точки возможного 
контакта расположены с шагом 3 мм (рис. 2, а), в 
окружном — под каждым зубом ГК (рис. 2, б и 
в). С первым диском ГК взаимодействует в сече-
ниях 1–12 (рис. 2, а и б), со вторым — в сечениях 
13–22 (рис. 2, а и в). Точки возможного контакта 
боковых поверхностей зубьев расположены в 
девяти расчетных сечениях по высоте зубьев 
(рис. 2, г и д). Векторы сил поверхностного взаи-

 
Рис. 2. Схемы расчета взаимодействия элементов 

СВЗП: 
а — схема осевого сечения ГК (1 и 2 — первый  

и второй диски);  
б и в — схемы поперечных сечений ГК 1–12 и 13–22;  
г и д — схемы поперечных сечений зубьев ГК 3–12 (г)  

и 13–22 (д) 
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модействия ГК с первым и вторым дисками обо-
значены через (1) (1) (1)(1)

1 1( , ..., , ..., )j NR R RR  и 
 (2) (2) (2)(2)

1 2( , ..., , ..., ),j NR R RR  соответственно, век-
торы сил поверхностного взаимодействия зубь-
ев — (3) (4) (5) (6),  ,  ,  R R R R . 

Методика определения взаимодействия ГК с 
дисками основана на использовании модели 
Винклера. При деформации ГК вдавливается в 
поверхность диска, представленную конечным 
числом несвязанных между собой пружин. Для 
ГК пружины жесткостью 610 Н/мdk   являют-
ся односторонними связями, которые работают 
только на сжатие. 

Векторы зазоров между первым диском (1)Δ  
и ГК и между вторым диском и ГК (2)Δ  опреде-
ляются выражениями 

   

(1) (1) (11) (1) (12) (2) (13) (3)
д

(14) (4) (15) (5) (16) (6) ( ) ( 1)

( ) ( ) (1) (1)

(2) 2 (21) (1) (22) (2) (23) (3)
д

(24) (4) (25) (5) (26) (6) ( ) ( 2)

( ) ( ) (2) (2

;

+

d d

g g

d d

g g

     
    
 

     
   
 

Δ W D R D R D R
D R D R D R G U
G U Λ R

Δ W D R D R D R
D R D R D R G U
G U Λ R ) .

  (1) 

Здесь (1)
дW  и (2)

дW  — векторы радиального пе-
ремещения узловых точек на первом и втором 
деформирующих дисках при их смещении на 
эксцентриситет; ( )kmD  — матрицы узловых по-
датливостей ГК  ( 1, 2; 1, 6);k m   (1)R  и (2)R  — 
векторы узловых сил взаимодействия ГК с пер-
вым и вторым дисками; (3)R  и (4)R  — векторы 
узловых сил взаимодействия ГК c ЖК1 по рабо-
чим и нерабочим боковым поверхностям зубь-
ев; (5)R  и (6)R  — векторы узловых сил взаимо-
действия ГК c ЖК2 по нерабочим и рабочим 
боковым поверхностям зубьев; ( )dG  и ( )gG  — 
матрицы коэффициентов влияния смещения 
деформирующих дисков и ГК на зазоры  
в узловых точках; 1 1 1( ) ( ) ( ) T( , )d d d

x yu uU  и 
2 2( 2) ( ) ( ) T( , )d d d

x yu uU  — векторы смещений цен-
тров первого и второго дисков вдоль осей x, y, 
вызванных упругой деформацией подшипни-
ков; ( ) ( ) ( )( ) T

φ( , , )g g gg
x yu u uU  — вектор смещения 

ГК как жесткого тела; (1) (2),  Λ Λ  — диагональ-
ные матрицы, элементами которых являются 
податливости пружин модели Винклера. 

Индекс «k» матриц узловых податливостей 
ГК ( )kmD  и индекс векторов узловых сил соот-
ветствуют номеру контактной поверхности, на 
которой определяются перемещения, а индекс 
«m» матриц ( )kmD  — номеру контактной по-
верхности, к которой приложены силы. Для 

поверхностей введены следующие обозначения: 
1 и 2 — части внутренней поверхности ГК, вза-
имодействующие с первым и вторым дисками 
(см. рис. 1, а); 3 и 4 — рабочие и нерабочие бо-
ковые поверхности зубьев ГК первой ступени; 5 
и 6 — нерабочие и рабочие боковые поверхно-
сти зубьев второй ступени. 

Элемент матриц узловых податливостей 
( )km
ijd  ( 1, 2; 3, 6)k m   равен радиальному пе-

ремещению i-й точки под действием нормаль-
ной единичной силы, приложенной в j-й точке. 

Коэффициенты матрицы ( ) ,dG  связывающие 
смещения дисков с приращениями зазоров в 
узловых точках на внутренней поверхности ГК, 
 ( )

1 cosφ ;d
iig    ( )

2 sinφ ,d
iig    

где φi  — угловая координата узловой точки на 
внутренней поверхности ГК (см. рис. 2, б и в). 

Коэффициенты матрицы ( )gG , связывающие 
смещение ГК с приращениями зазоров в узло-
вых точках на внутренней поверхности ГК, 

 ( ) ( ) ( )
1 2 3 cosφ ;   sinφ ;  0.g g g

i ii i ig g g    

При сборке СВЗП диски деформируют ГК. 
Перемещение дисков на эксцентриситет е при-
водит к радиальному смещению узловых точек 
возможного контакта первого (1)

д iw  и второго 
(2)
д iw  дисков, которые являются элементами 

векторов (1)
дW  и (2)

д .W  
Векторы зазоров между узловыми точками 

боковых поверхностей зубьев первой (3) ,Δ  (4)Δ  
и второй (5) ,Δ  (6)Δ  ступеней определяются вы-
ражениями 

   

(3)(3) (31) (1) (32) (2) (33) (3)
0

(34) (4) (35) (5) (36) (6) (3) ( )

(4)(4) (41) (1) (42) (2) (43) (3)
0

(44) (4) (45) (5) (46) (6) (4) ( )

(5)(5) (51) (1) (52) (2) (53) (
0

;

;

g

g

    
   

    
   

   

Δ Δ D R D R D R
D R D R D R G U

Δ Δ D R D R D R
D R D R D R G U

Δ Δ D R D R D R 3)

(54) (4) (55) (5) (56) (6) (5) ( )

(5) ( 2)

(6)(6) (51) (1) (52) (2) (53) (3)
0

(54) (4) (55) (5) (56) (6) (6) ( )

(6) ( 2)

;

,

g

b

g

b


    


    
    


D R D R D R G U
B U

Δ Δ D R D R D R
D R D R D R G U
B U

 (2) 

где (3)
0Δ  и (4)

0Δ  — векторы начальных зазоров 
между рабочими и нерабочими поверхностями 
зубьев первой ступени, т. е. зазоры между 
зубьями ЖК1 и зубьями недеформированного 
(до сборки) ГК; (5)

0Δ  и (6)
0Δ  — векторы началь-

ных зазоров между нерабочими и рабочими 
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поверхностями зубьев второй ступени; 
22 ( )( ) bb uU  — угол поворота ЖК2 вокруг оси z. 

Для определения элементов матриц ( )kmD  
( 3, 6; 1, 2)k m   к каждой узловой точке, рас-
положенной на внутренней поверхности ГК, 
последовательно прикладывали единичные ра-
диальные силы ( ) 1.m

jP   При вычислениях ГК 
заменяли эквивалентной ортотропной оболоч-
кой. Под действием указанных сил определяли 
радиальные ( )km

ijwP  и касательные ( )km
ijvP  пере-

мещения точек серединной эквивалентной 
оболочки ГК, а также углы поворота попереч-
ных сечений эквивалентной оболочки ГК 

( )θ .km
ijP  
Через полученные перемещения вычисляли 

элементы указанных матриц, равные переме-
щениям узловых точек в направлении нормали 
к поверхности n n  (рис. 3): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
  

( ) ( )

sin cos
θ ( 3, 5; 1, 2);

sin cos
θ ( 4, 6; 1, 2),

km km km k km k
i iij ij ij ij

km k
iij

km km km k km k
i iij ij ij ij

km k
iij

d sP wP vP
P h k m

d sP wP vP
P h k m

      
  

     
  

 

где ( )km
ijsP  — нормальные перемещения узловых 

точек, расположенных на боковых поверхно-
стях зубьев ГК ( 3, ..., 6),k   под действием еди-
ничных радиальных сил ( )( 1),m

jP   приложен-
ных к узловым точкам внутренней поверхности 
ГК ( 1, 2);m   ( )k

i  — углы профиля эвольвент 
жесткого колеса в узловых точках на k-й по-
верхности; ( )k

ih  — кратчайшие расстояния от 
точки O до нормалей к боковым поверхностям 
зубьев, проведенных в узловых точках. 

Коэффициенты матриц узловых податливо-
стей боковых поверхностей зубьев ГК ( )kmD  
( 3, 6; 3, 6)k m   равны перемещениям ( )km

ijs  
узловых точек в направлении нормали к k-й 
поверхности под действием единичных нор-
мальных сил 1m

jR  , приложенных в узловых 
точках к m-й поверхности: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

sin cos
  ( 3,6; 3,5);

km km km m km m
ij ij ij j ij j

km m km
ij j ij

d s sP sT
sM h k m

      
   

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

sin cos  +
+    ( 3,6; 4,6),

km km km m km m
ij ij ij j ij j

km m km
ij j ij

d s sP sT
sM h k m

     
  

 

где ( ) km
ijsT  и ( )km

ijsM  — перемещения узловых 
точек в направлении нормали к k-й боковой 
поверхности зубьев ( 3,...,6)k   под действием 
единичных касательной силы jT  и момен-
та ,jM  приложенных к эквивалентной оболоч-
ке ГК в узловых точках; ( )m

j  — углы профиля 
эвольвент жесткого колеса в узловых точках на 
поверхности с номером m;  ( )km

ij  — нормаль-
ные перемещения узловых точек боковых по-
верхностей зубьев, вызванные деформацией 
зубьев ГК. 

Элементы матриц (3) (4), G G  и (5) (6),  G G  учи-
тывают влияние смещения ГК как жесткого це-
лого ( )gU  на зазоры в узловых точках боковых 
поверхностей зубьев первой (3) ,Δ  (4)Δ  и второй 

(5) ,Δ  (6)Δ  ступени соответственно. 
Для вычисления начальных зазоров между 

узловыми точками боковых поверхностей 
зубьев использованы значения упругих ради-
альных смещений зубьев ГК, определенные в 
результате расчета упругого взаимодействия 
элементов СВЗП. Поэтому начальные зазоры 
вычислены итерационным способом [8, 9]. На 
первой итерации радиальные смещения зубьев 
ГК определялись формой деформирующих 
дисков, смещенных на эксцентриситет, на по-
следующих итерациях — формой деформа-
ции ГК. 

Схема расчета векторов начальных зазоров в 
узловых точках между боковыми поверхностя-
ми зубьев первой ступени (3)

0 ,Δ  (4)
0Δ  приведена 

на рис. 4. Зазоры между рабочими поверхно-
стями зубьев 

    (3) (3)
0 

(3)

0,5 cos

sin

g gb b
ii i i i i i

ii

r s s

w 

         
 

 

и нерабочими  

 
Рис. 3. Схемы расчета элементов матриц узловых 

податливостей ГК ( )kmD  ( 3, 6; 1, 2):k m   
а — схема приложения сил;  

б и в — схемы перемещений на рабочей (k = 3, 4; m = 1, 2) 
и нерабочей (k = 4, 5; m = 1, 2) поверхностях зубьев; 

– – – — ГК; — — эквивалентная оболочка ГК 
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 (4) (4)
0

1
(4)

2 0,5 cos

sin ,

g gb b
ii i i ii i

b

ii

r s s
z

w

 



              
   

где i  — номер зуба, для которого определяют-
ся зазоры; g

i  и b
i  — угловая координата 

зубьев ГК и ЖК1; b
is  и g

is  — толщина зуба ЖК1 
и деформированного ГК по окружности радиу-
сом ir ; iw   — радиальное смещение узловой 
точки, расположенной на внутренней поверх-
ности ГК под i-м зубом ГК. 

Аналогично определяются векторы началь-
ных зазоров в узловых точках между боковыми 
поверхностями зубьев второй ступени (5)

0Δ  
 и (6)

0 .Δ  
В разрешающую систему уравнений должны 

входить уравнения равновесия деформирую-
щих дисков, ГК и ЖК2 (выходного звена). Де-
формирующие диски находятся в равновесии 
под действием сил со стороны ГК и подшипни-
ков. В математической модели предполагалось, 
что диски могут только поступательно переме-
щаться в поперечной плоскости. Поэтому для 
каждого диска составляли уравнения равнове-
сия 0kxR   и 0.kyR   

ГК находится в равновесии под действием 
сил со стороны дисков (1) (2),R R  и жестких колес 

(3) (4) (5) (6),  ,  ,  .R R R R  В предлагаемой математи-
ческой модели ГК может произвольно сме-
щаться только в поперечной плоскости. Поэто-
му для ГК использованы три условия равнове-
сия: 0,kxR   0,kyR   ( ) 0.O km  R  ЖК2 
находится в равновесии под действием сил со 
стороны ГК (5) (6),  ,R R  нормальных сил со сто-
роны стойки и момента сопротивления. В ма-
тематической модели принято, что ЖК2 может 
поворачиваться только в поперечной плоско-

сти вокруг оси вращения z. Поэтому для ЖК2 
использовано одно уравнение равновесия 

( ) ,O k bm M R  где bM  — момент сопротивле-
ния, приложенный к выходному звену ЖК2. 

В матричной форме уравнения равновесия 
деформирующих дисков, ГК и ЖК2 имеют вид 

 T , G R KU M   (3) 

где ,  , G R U  — матрицы и векторы, входящие  
в состав выражений (1) и (2); K  

 1 1 2 2diag , , , , 0, 0, 0, 0F F F Fk k k k  — диагональ-
ная матрица, учитывающая влияние жестко-
стей подшипников деформирующих дисков;  
M  — вектор внешних нагрузок, M  
 T0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, .bM  
Жесткости деформирующих подшипников 

первого 1Fk  и второго 2Fk  дисков определяют-
ся по выражению [14] 

 
0,9250,85

р р 0,075
6

sin ,
4,05 10 5F r

l zk F


     
 

где (1)
rF  и (2)

rF  — радиальные силы, действую-
щие на деформирующие подшипники первого 
и второго дисков; рl  и рz  — длина и число ро-
ликов;   — угол контакта. 

После объединения уравнений (1)–(3) и до-
бавления условий, отражающих односторон-
ний характер взаимодействия элементов в уз-
ловых точках, получена система разрешающих 
уравнений 

 

д 0

T

( ) ;
;

0,       1, ;
0,       1,

0    1, ,

i

i

i i

i L
R i L

R i L

     
    
  
  

Δ W Δ D Λ R GU
G R KU M

 

где Δ  — вектор зазоров в односторонних свя-
зях, 
  T(1)T (2)T (3)T (4)T (5)T (6)T, , , , , ;Δ Δ Δ Δ Δ Δ Δ  

дW  — вектор смещения узловых точек дефор-
мирующих дисков,  T(1) (2)

д д д, , , , ,W W W 0 0 0 0 ; 
D  — блочная матрица узловых податливостей, 

(11) (12) (13) (14) (15) (16)

(21) (22) (23) (24) (25) (26)

(31) (32) (33) (34) (35) (36)

(41) (42) (43) (44) (45) (46)

(51) (52) (53) (54) (55) (56)

(61) (62) (63) (64) (65) (66)

 
 
 
 

  
 
 

 

D D D D D D
D D D D D D
D D D D D D

D
D D D D D D
D D D D D D
D D D D D D

;




 
 

Рис. 4. Схема расчета начальных зазоров  
в узловых точках между боковыми поверхностями 

зубьев ГК первой ступени 
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Λ  — диагональная блочная матрица, элемен-
тами которой являются податливости пружин 
модели Винклера, 

  (1) (2)diag , , , , , , , ;Λ Λ Λ 0 0 0 0 0 0  

R  — вектор реакций в односторонних связях, 

  T(1)T (2)T (3)T (4)T (5)T (6)T, , , , , ;R R R R R R R  

G  — блочная матрица, учитывающая смеще-
ние упругих звеньев как жестких тел, 

 

( ) ( )

( ) ( )

(3)

(4)

(5) (5)

(6) (6)

;

d g

d g

 
 
 
 

  
 
 
  
 

G 0 G 0
0 G G 0
0 0 G 0

G
0 0 G 0
0 0 G B
0 0 G B

 

U  — вектор смещений звеньев как жестких 
тел, 
  1 2 2 T( )T ( )T ( )T ( )T, , , ;d d g bU U U U U  

L  — количество односторонних связей. 
Для решения системы задавали начальные 

зазоры в односторонних связях 0Δ , смещения 
узловых точек деформирующих дисков д ,W  
жесткости деформирующих подшипников пер-
вого 1Fk  и второго 2Fk  дисков и момент сопро-
тивления на выходном валу ,bM  входящий в 
состав вектора внешних нагрузок .M  По ре-
зультатам расчета определяли значения векто-
ров  ,  ,  .R U Δ  Вычисления выполняли методом 
введения восстанавливающих сил [9]. 

Вектор начальных зазоров 0Δ  зависит от 
формы деформированного ГК, определяемой 
через векторы реакции в односторонних свя-
зях .R  Значения жесткостей подшипников де-
формирующих дисков 1Fk  и 2Fk  зависят от ра-

диальных сил, действующих на подшипники. 
Поэтому вычисления выполняли итерацион-
ным способом. 

 
Результаты исследования. Рассматриваемая 
СВЗП (см. рис. 1) имела следующие параметры: 
числа зубьев ЖК1 1 124bz   и ЖК2 2 120;bz   
число зубьев ГК 120gz  ; коэффициенты сме-
щения ЖК1 1 1, 41bx   и ЖК2 2 3,92;bx   коэф-
фициент смещения ГК 1,9gx  ; модуль m = 
= 1,25 мм; коэффициент ширины впадин ГК 

( ) 1,7g
SK  ; коэффициенты ширины впадин ЖК1 
( 1) 1,0b
SK   и ЖК2 ( 2) 3,2;b

SK   диаметры вершин 
ЖК1 и ЖК2 1 2 157,38  ммab abd d  ; диаметр 
вершин ГК 155,88  ммagd  ; толщина ГК под 
зубчатым венцом 1 1,2 мм;h   длина ГК L = 
= 72 мм; ширина зубчатого венца ГК 57 мм;wb   
внутренний диаметр ГК 149,22 мм;D   макси-
мальная деформация ГК 0 2, 48  ммw  ; диаметр 
дисков генератора — 138  мм ; ширина первого 
диска — 33 мм; ширина второго диска — 24 мм; 
ширина ЖК1 и ЖК2 — 27 мм. Момент на вы-
ходном валу 50 H м.bM    Гибкое и жесткие 
колеса изготавливали из полимера PLA+, име-
ющего модуль упругости E = 1973 МПа. 

Коэффициент ширины впадины 

 0 0/ ,SK s e  

где 0s  — толщина зуба; 0e  — ширина впадины 
по делительной прямой исходного производя-
щего контура. 

Использование жестких колес с широкой 
впадиной обусловлено необходимостью устра-
нения интерференции зубьев и обеспечения 
зацепления зубьев во второй ступени (зубчатой 
муфте). В зубчатой муфте для свободного пере-
мещения зубьев ГК во впадинах жесткого коле-
са толщина его зуба должна быть значительно 
больше толщины зуба ГК. 

 
Рис. 5. Распределения сил по рабочим (3)R  (а) и нерабочим (4)R  (б) поверхностям зубьев  

первой ступени и рабочим поверхностям зубьев второй ступени (6)R  (в): 
1 и 2 — полуволны ГК, взаимодействующие и не взаимодействующие с дисками 
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Графики распределения сил взаимодействия 
зубьев в первой и второй ступенях приведены 
на рис. 5. Угловая координата φ  отсчитывалась 
от большой оси генератора в сторону его вра-
щения. Анализ приведенных зависимостей по-
казал, что на полуволнах ГК, взаимодействую-
щих с дисками, нагрузка на зубья (кривые 1), 
больше чем на не взаимодействующих полу-
волнах (кривые 2). В первой ступени макси-
мальная сила взаимодействия между зубьями 
смещена от большой оси приблизительно на 6 
в сторону вращения генератора волн, во второй 
ступени — примерно на 20. На первой ступени 
происходит взаимодействие зубьев по нерабо-
чим поверхностям (см. рис. 2, б). Силы взаимо-
действия зубьев распределены на дугах, длины 
которых не превышают 40. 

Распределения погонных сил по рабочим по-
верхностям зубьев вдоль продольной оси z пока-
заны на рис. 6. В первой ступени координата z 
отсчитывалась от внешнего торца ЖК1, во вто-
рой ступени — от внутреннего торца ЖК2 
(см. рис. 1). Максимальная нагрузка на зубья 
смещена к внутренним торцам жестких колес. 

Погонная сила имеет менее равномерное рас-
пределение в полуволнах, не взаимодействую-
щих с дисками (см. рис. 6, б и в): во второй полу-
волне первой ступени и первой полуволне вто-
рой ступени. В этих полуволнах зубья гибкого и 
жестких колес взаимодействуют по длине не бо-
лее 6 мм, что составляет 22 % длины жестких 
колес. На полуволнах ГК, облегаемых дисками 
(см. рис. 6, а и г), контакт зубьев на большой оси 
превышает половину длины жестких колес. 
Большая неравномерность распределения сил по 
длине ГК вызвана закручиванием оболочки под 
действием момента сопротивления. 

График крутильной жесткости СВЗП в виде 
зависимости угла поворота выходного вала θb  
от момента сопротивления bM  приведен на 
рис. 7. В диапазоне момента сопротивления 

30 65 H мbM    крутильную жесткость можно 
приближенно считать постоянной с коэффици-
ентом 50,2 10  H м рад.k     При моменте сопро-
тивления 0 15 H мbM    график крутильной 
жесткости имеет большой угол наклона, что 
соответствует коэффициенту крутильной жест-
кости 330 H м рад.k    

 
Рис. 6. Распределения погонных сил по рабочим поверхностям зубьев вдоль продольной оси z: 

а — первая полуволна первой ступени при  = 6 (1), –3 (2) и 18 (3); 
б — вторая полуволна первой ступени при  = 3 (4), 24 (5) и –3 (1); 
в — первая полуволна второй ступени при  = 21 (6), 9 (7) и 33 (8); 

г — вторая полуволна второй ступени при  = 21 (6), 15 (9) и 12 (10) 
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Снижение крутильной жесткости на на-
чальном участке связано с изменением харак-
тера взаимодействия зубьев во второй ступени 
СВЗП. После сборки передачи  0bM   зубья 
взаимодействуют участками боковых поверх-
ностей, расположенными со стороны наруж-
ного торца ЖК2. При моменте сопротивления 

0,15 H мbM    зоны контакта зубьев смещаются 
в сторону внутреннего торца, что приводит к 
уменьшению расстояния между ними в первой 
и второй ступенях. Следовательно, уменьшает-
ся длина, на которой происходит закручива-
ние ГК. 

 

Выводы 
1. Предложена математическая модель СВЗП 

со второй ступенью в виде зубчатой муфты, 
учитывающая пространственное упругое взаи-
модействие ГК, генератора волн и жестких ко-
лес. Проведены расчетные исследования СВЗП, 
изготовленной с помощью аддитивных техно-
логий. 

2. В первой ступени максимальная сила вза-
имодействия между зубьями смещена от боль-
шой оси приблизительно на 6 в сторону вра-
щения генератора волн, во второй ступени — 
примерно на 20. 

3. Силы взаимодействия зубьев распределе-
ны на дугах, длина которых не превышает 40. 

4. Нагрузка на зубья смещена к внутренним 
торцам жестких колес. В полуволнах, не взаи-
модействующих с деформирующими дисками, 
зубья гибкого и жестких колес в продольном 
направлении взаимодействуют по длине не бо-
лее 6 мм. 

5. При моменте на выходном валу 
30 65 H мbM    крутильную жесткость СВЗП 

можно приближенно считать постоянной с  
коэффициентом крутильной жесткости k   

50,2 10  H м рад.    
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