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Предложена математическая модель системы стабилизации распределителя с гидрав-
лическим управлением. Определена функция Ляпунова, обеспечивающая устойчивость 
системы. Для нахождения оптимальной стабилизирующей функции гидросистемы с 
помощью метода динамического программирования получено уравнение Беллмана. 
Установлена оптимальная стабилизирующая функция для гидрораспределителя. На 
основе предложенной модели стабилизации гидрораспределителя, реализованной в 
среде MATLAB/Simulink, получены изменения давления в системе, перемещения 
поршня и золотника гидрораспределителя с учетом и без учета стабилизирующей 
функции, которая адекватно описывает рабочий процесс гидросистемы. 
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The paper proposes mathematical model of stabilizing a hydraulic distributor with 
hydraulic control. It determines the Lyapunov function ensuring the system stability. The 
Bellman equation is obtained to find the optimal stabilizing function for the hydraulic 
system using the dynamic programming method. The optimal stabilizing function for the 
hydraulic distributor is established. Based on the proposed hydraulic distributor stabiliza-
tion model, implemented in the MATLAB/Simulink environment, the paper provides data 
on alterations in pressure in the system, hydraulic distributor piston and slide valve dis-
placements obtained with and without the stabilizing function, which adequately describes 
working process of the hydraulic system. 
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В соответствии с мировой тенденцией стабили-
зация гидросистем и их автоматизация стано-
вится приоритетной задачей при проектирова-
нии гидропривода [1, 2]. Среди задач опти-
мального управления важное место занимает 
стабилизация заданного движения. 

В работе [1] сформулирована задача о стаби-
лизации динамических систем для случая 
асимптотической устойчивости заданного дви-
жения. Это задача о построении регулирующих 
воздействий, которые обеспечивают устойчи-
вое желаемое движение при наилучшем каче-
стве переходного процесса [3, 4]. Задача о ста-
билизации связана с общей задачей об устой-
чивости движения, а методы исследования 
проблем оптимальной стабилизации — с клас-
сическими методами теории устойчивости Ля-
пунова [5]. 

Для стабилизации динамической или гид-
равлической системы необходимо решить две 
задачи: найти стабилизирующее управление 
 ,u x t U  и проверить, является ли равновес-

ное состояние 0x   системы асимптотически 
устойчивым при заданном управлении  ,u x t  
[6]. Аналитические методы построения систем 
программного движения составляют основу 
синтеза динамической системы, движение ко-
торой происходит с заданными конструктивно 
обоснованными кинематическими свойствами, 
устойчиво и оптимально. Программное движе-
ние систем различных конструкций осуществ-
ляется приложением к ним дополнительных 
сил (управляющих моментов), изменением па-
раметров системы в процессе движения или 
построением специальных управляющих 
устройств (регуляторов), а также сочетанием 
этих возможностей. 

Работы [7, 8] посвящены методам нелокаль-
ного синтеза систем стабилизации программ-
ных движений объекта. На основе этих методов 
можно создать автоматизированные подсисте-
мы автоматического проектирования систем 
стабилизации программных движений нели-
нейних объектов, в частности гидросистем. 

Для многих динамических систем использу-
ют две постановки задачи синтеза. В первой 
оптимальное управление ищут как функцию 
времени и начального состояния системы, т. е. 
в виде оптимального программного управле-
ния, во второй — в виде некоторой функции от 
текущего состояния управляемой системы и 
времени, т. е. в виде управления с обратной 
связью. 

В первой постановке для решения задачи 
используют принцип максимума Понтрягина 
[8], во второй — функциональные уравнения 
Беллмана [9]. 

В работе [10] приведены основные принци-
пы и приемы математического моделирования 
гидросистем управления, описаны некоторые 
средства стабилизации, используемые в гидро-
автоматике. 

В трудах [11, 12] изложены основы теории и 
методики расчета динамических характеристик 
элементов гидропривода (насосов, гидродвига-
телей, золотников, гидроусилителей). 

Цель работы — составление математической 
модели системы стабилизации распределителя 
с гидравлическим управлением. 

Рассмотрим гидросистему, состоящую из 
гидроцилиндра, соединенного с гидрораспре-
делителем (рис. 1). Следящий механизм рабо-
тает следующим образом. Из гидронасоса 2 
через напорную линию 7 подается давление 0p  
в гидрораспределитель, при движении золот-
ника 9 вправо рабочая жидкость (РЖ) посту-
пает в полость А из напорного патрубка 4,  
а рабочий поток — в полость D штоковой по-
лости гидроцилиндра 5 по патрубку 8. Из бес-
штоковой полости С гидроцилиндра в полость 
В РЖ проходит по патрубку 3 в гидробак 1. 
Поршень 6 гидроцилиндра перемещается вле-
во. Когда рычаг перемещается влево, поршень 
перемещается вправо. Под действием управ-

 
Рис. 1. Принципиальная схема рассматриваемой 

гидросистемы 



#07(784) 2025 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 77 

ляющего давления 1p  пружины 7 переводят 
золотник в нейтральное положение, и подача 
РЖ прекращается. 

Движение сервомеханизма описывается сле-
дующей системой уравнений [13]: 
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где 1 2,m m  и 1 2,A A  — массы и площади попе-
речного сечения золотника и поршня гидро-
цилиндра соответственно; 1x  и 2x  — переме-
щения золотника гидрораспределителя и 
поршня гидроцилиндра; 1 2,k k и 1 2,c c  — коэф-
фициенты демпфирования и жесткости пру-
жин гидрораспределителя и гидроцилиндра 
соответственно; 1p  — давление, управляющее 
золотником; p  и 0p  — давление в гидросисте-
ме и напорной гидролинии; pk  — коэффици-
ент, учитывающий упругие свойства РЖ и 
трубопроводов;   — коэффициент динамиче-
ской вязкости; b  — ширина щели золотника, 
  — плотность РЖ. 

Структурная схема гидросистемы приведена 
на рис. 2, где вхu  — управляющее напряжение. 

Третье уравнение системы (1) имеет нели-
нейный член. Линеаризуя второй член в 
окрестности 01 0,x   0p   при постоянных 
значениях давления в напорной гидролинии, 
запишем третье уравнение системы (1) как 
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С учетом соотношения (2) система уравне-
ний (1) приобретает вид 
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Введем обозначения 

 1 1 1 2 2 3 2 4 5; ; ; ; .x y x y x y x y p y        (4) 

Тогда система уравнений (3) принимает вид 
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Приравнивая к нулю правую часть системы 
уравнений (4), находим стационарные решения 
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Решая систему уравнений (6), получаем 
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При этом должно выполняться условие 

  2 1 2 2 0.QpA A A k c    

 
Рис. 2. Структурная схема гидросистемы 
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Из системы уравнений (5) путем преобразо-
вания по формулам 
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определяем уравнения возмущенного движе-
ния системы 
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Рассмотрим вопрос об устойчивости нулево-
го решения системы уравнений (8). Для опреде-
ления характеристического уравнения состав-
ляем определитель системы (8) 
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При соблюдении условий (9) выполняются 
условия корней характеристического уравне-
ния (8), которые имеют отрицательные веще-
ственные части, и нулевое решение системы (5) 
асимптотически устойчиво. 

Запишем функцию Ляпунова как 
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В силу системы (8) определяем производную 
функции Ляпунова 
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В соответствии с системой уравнений (8) 
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Как видно из соотношения (10), условие 

 0dV
dt

   (11) 

обеспечивается совместно с условиями Раус-
са — Гурвица (9). 

Заметим, что при соблюдении условий (9) и 
(11) функция V  везде положительна, а следо-
вательно, по теореме Ляпунова возмущенное 
движение устойчивое. 

Рассмотрим стабилизацию системы уравне-
ний (8) 
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Согласно соотношениям (7), в качестве за-
данной конечной точки 
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где   2 2 1 2 2 ,QpZn A A A A k c    принимаем 
начало координат, т. е. полагаем 0.Z   
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Качество процесса управления будем оцени-
вать функционалом [6] 
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Согласно системе уравнений (8), функцио-
нальное уравнение Беллмана можно предста-
вить как [7, 9] 
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где ( )s s z — неизвестная функция, подлежа-
щая определению. 

Для нахождения минимума функционала 
(13), продифференцируем правую часть урав-
нения (14) по u  
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С учетом выражения (16) система уравнений 
Беллмана (14) принимает вид 
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 (17) 

Решение уравнения (17) будем искать в виде 
квадратичной формы 
   2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 51 2 3 4 .s z a z a z a z a z a z      

Частные производные функции  s z  имеют 
вид 

 
1 1 2 2

1 2

3 3 4 5 5
3 5

2 , 2 ,

2 , 0, 2 .

s sa z a z
z z
s sa z a a z

z z

  
 
   
 

 (18) 

Подставляя соотношения (18) и (16) в фор-
мулу (17) и упрощая, получаем систему урав-
нений для определения коэффициентов 

1 2 5, , ...,a a a  

 

1 12
1 2 22

1 1

2
3 4 5

0; 2 1 0;

0; 0; 1 2 0.
p

c ka c a a
m m

Aa a a
k

    
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 (19) 

Система уравнений (19) имеет два веще-
ственных решения 
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и 
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 (21) 

В соответствии с выражением (16) решения 
(20) и (21) приводят к синтезирующей функции 

  
2 2

1 1 1

1
.

2
k k mu

m
  (22) 

В результате имеем линейную функцию, 
обеспечивающую стабилизацию системы, т. е. 
оптимальная синтезирующая функция задана 
соотношением (22). 

Структурная схема оптимальной гидроси-
стемы приведена на рис. 3. 

Существует много графических сред визу-
ального моделирования, в том числе 
MathWorks Inc. Можно выделить программу 
Simulink на базе пакета программ MATLAB, 
используемую для построения структурных 
схем динамических систем [14–16]. 

Модели гидросистемы, разработанные на 
основе дифференциальных уравнений (12) и 
построенные в среде Simulink с учетом и без 
учета стабилизирующей функции u приведены 
на рис. 4, а и б, где 2x  — скорость перемещения 
поршня. 
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Рис. 3. Структурная схема оптимальной гидросистемы 

 
Рис. 4. Модели гидросистемы с учетом (а) и без учета (б) стабилизирующей функции 

         

 
Рис. 5. Зависимости перемещений золотника x1 (а), поршня x2 (б) и давления в гидросистеме р (в)  

от времени t с учетом ( ) и без учета ( ) стабилизирующей функции  
при k1 = 150 Нм/с, k2 = 300 Нм/с, c1 = 18 400 Нм и с2 = 24 420 Нм 
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На основе предложенной модели выполнено 
моделирование при полном открытии щели 
гидрораспределителя в течение 0,5 с. Результа-
ты моделирования в виде зависимостей пере-
мещений золотника x1, поршня x2 и давления в 
гидросистеме р от времени t при различных 
коэффициентах демпфирования и жесткостей 
пружин гидрораспределителя и гидроцилиндра 
приведены на рис. 5, а–в. 

Выводы 
1. Разработана математическая модель си-

стемы стабилизации гидрораспределителя. 
Определена функция Ляпунова, обеспечиваю-
щая устойчивость системы. 

2. Для определения оптимальной стабилизи-
рующей функции гидросистемы методом дина-

мического программирования получено урав-
нение Беллмана. 

3. Установлена оптимальная стабилизиру-
ющая функция для гидрораспределителя, ко-
торую можно использовать для выбора кор-
ректирующих устройств (регуляторов) при 
проектировании и диагностировании гидроси-
стем. 

4. На основе предложенной модели систе-
мы стабилизации гидрораспределителя, реали-
зованной в среде MATLAB/Simulink, опреде-
лены изменения давления в гидросистеме, пе-
ремещений поршня гидроцилиндра и 
золотника гидрораспределителя с учетом и без 
учета стабилизирующей функции, которая 
адекватно описывает рабочий процесс гидро-
системы. 
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