
#08(785) 2025 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 3 

Машиностроение и машиноведение 
 
УДК 621.01, 531.8, 531.1  

Решение обратной кинематической задачи  
шестиподвижного робота относительного  
манипулирования, состоящего из двух модулей  
параллельной структуры* 

К.С. Мухин, А.В. Антонов, А.С. Фомин 
ФГБУН Институт машиноведения им. А.А. Благонравова Российской академии наук 

Inverse kinematics of a 6-DOF hybrid robot  
including two parallel modules 

К.S. Mukhin, А.V. Antonov, А.S. Fomin 
Mechanical Engineering Research Institute of the Russian Academy of Sciences 

 
Рассмотрен новый шестиподвижный робот относительного манипулирования (ги-
бридного типа), который состоит из двух модулей параллельной структуры, размещен-
ных один над другим. Верхний модуль робота представляет собой четырехподвижный 
механизм типа «Дельта», нижний — двухподвижный механизм с круговой направляю-
щей. Предложенная конструкция обеспечивает роботу усовершенствованные кинема-
тические характеристики, которых нельзя достичь при отдельном использовании верх-
него или нижнего модуля. Разработан алгоритм решения обратной кинематической за-
дачи, позволяющий вычислять перемещения в приводных звеньях для заданной 
относительной конфигурации модулей. Алгоритм включает в себя два этапа: определе-
ние конфигурации модулей относительно неподвижной системы координат и решение 
обратной кинематической задачи для каждого модуля по отдельности. Работоспособ-
ность предложенного алгоритма продемонстрирована на примере моделирования тра-
ектории движения верхнего модуля робота относительно нижнего. 
EDN: JGQBVO, https://elibrary/jgqbvo 
Ключевые слова: робот гибридной структуры, обратная кинематическая задача, че-
тырехподвижный механизм типа «Дельта», механизм с круговой направляющей, мо-
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The paper considers a new relative manipulation hybrid 6-DOF robot. It consists of two 
modules of the parallel design positioned one above the other. The robot upper module is a 
4-DOF delta mechanism, and the lower one is the 2-DOF mechanism with a circular guide. 
The proposed design provides the robot with the improved kinematic characteristics, which 
could not be achieved with a separate use of the upper or lower modules. The paper propos-
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es the developed algorithm for solving the inverse kinematics problem making it possible to 
compute displacements in the drive links for a given relative module configuration. The al-
gorithm includes two steps: determining the module configuration relative to the fixed co-
ordinate system and solving the inverse kinematics problem for each module separately. 
The proposed algorithm performance is demonstrated using the example of simulating the 
trajectory of the upper robot module relative to the lower one. 
EDN: JGQBVO, https://elibrary/jgqbvo 
Keywords: hybrid design robot, inverse kinematics problem, 4-DOF delta mechanism, cir-
cular guide mechanism, trajectory simulation 

Увеличение сложности изготовления и обра-
ботки деталей требует применения современ-
ного механического оборудования. Во многих 
случаях инструменту необходимо обеспечить 
доступ с разных сторон и под разными углами к 
изготавливаемой или обрабатываемой детали, 
поэтому часто требуется наличие шести степе-
ней свободы. Однако использование роботов, у 
которых выходное звено имеет шесть степеней 
свободы, не всегда является рациональным. 
Зачастую такие системы имеют сложную струк-
туру, ограниченную жесткость и большие 
инерционные нагрузки, в том числе образую-
щиеся за счет установки приводов на подвиж-
ных звеньях. 

В связи с этим в машиностроении целесооб-
разно применять механизмы гибридной струк-
туры с относительным манипулированием, со-
держащие два модуля и более, звенья которых 
взаимодействуют друг с другом [1, 2]. Благодаря 
такому техническому решению повышается 
маневренность общей конструкции, увеличива-
ется область возможных положений выходного 
звена и углов его наклона, а также становится 
шире ассортимент инструментов, устанавлива-
емых на выходном звене. 

В машиностроении, в частности в станочном 
оборудовании, наибольшее распространение 
получили механизмы гибридной структуры, 
состоящие из двух модулей [3–6]. Они также 
находят применение в аддитивных технологи-
ях [7]. Эти модули могут располагаться в про-
странстве относительно друг друга различным 
образом. В большинстве таких систем модули 
размещены друг над другом в вертикальной 
плоскости, один из них принимается верхним, 
другой — нижним. 

Одним из возможных вариантов комбинаций 
модулей механизмов гибридного типа является 
такой, в котором оба модуля имеют параллель-
ную структуру. При этом каждый из них может 
иметь несколько степеней свободы [8]. Комби-
нации таких модулей с двумя, тремя и четырьмя 

степенями свободы могут обеспечить взаимо-
действие детали и инструмента с использовани-
ем полного набора из шести степеней свободы. 
Применение комбинаций таких механизмов 
может увеличить жесткость, надежность, точ-
ность и скорость работы устройства в целом, а 
также реализовать такие важные технологиче-
ские операции, как механическая обработка и 
изготовление сложных деталей за один установ, 
контроль геометрических параметров деталей 
сложной формы или создание деталей методом 
аддитивного производства. 

Возможны различные комбинации степеней 
свободы верхнего и нижнего модулей. Однако 
следует отметить, что верхнему модулю целесо-
образно обеспечить большее число степеней 
свободы, так как на нем расположен исполни-
тельный инструмент. 

Цель работы — разработка конструкции ше-
стиподвижного робота относительного мани-
пулирования на основе механизмов параллель-
ной структуры и решение обратной кинемати-
ческой задачи (ОКЗ) данного робота. 

 
Конструкция шестиподвижного робота отно-
сительного манипулирования. Рассмотрим 
случай, когда верхний модуль имеет четыре 
степени свободы по типу движения Шенфлиса 
[9, 10], а нижний — две вращательные степени 
свободы. Чтобы обеспечить верхнему модулю 
заданные степени свободы, будем использовать 
недавно разработанный дельта-робот с линей-
ными приводами [11]. Это обусловлено тем, что 
роботы данного типа хорошо зарекомендовали 
себя в промышленности. Кроме того, не до 
конца изучено применение дельта-роботов в 
системах относительного манипулирования, 
хотя внедрение четырехподвижных механиз-
мов совместно с двухподвижными является 
весьма перспективным решением для проведе-
ния различных технологических операций, в 
том числе связанных с обработкой деталей ма-
шин сложной формы. 
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В качестве нижнего модуля принимаем 
двухподвижный механизм с круговой направ-
ляющей [12]. Его использование позволяет зна-
чительно расширить функциональные возмож-
ности верхнего модуля благодаря дополнитель-
ным углам наклона и неограниченному углу 
поворота вокруг оси, перпендикулярной плос-
кости круговой направляющей. 

Сборочная компьютерная модель (вирту-
альный прототип) предлагаемого шестипо-
движного робота гибридной структуры показа-
на на рис. 1. Нижний модуль, установленный на 
неподвижном основании 1, включает в себя две 
периферийные цепи, расположенные по бокам, 
и одну центральную цепь. Каждая из перифе-
рийных цепей опирается на круговую направ-
ляющую 2 с внутренним зубчатым зацеплением 
и состоит из каретки 5, имеющей прижимные 
ролики 3 и приводное зубчатое колесо 4, на ко-
тором размещен двигатель Д1. 

Двигатель Д1 смонтирован с внутренней 
стороны круговой направляющей 2 для умень-
шения габаритных размеров механизма. На ка-
ретке жестко установлена вилка 5', которая че-
рез карданную крестовину 6 соединена с шату-
ном 7, где подвижно установлена штанга 8 с 
жестко закрепленной на ней вилкой 8'. Послед-

няя связана с нижней платформой 12 (выход-
ным звеном механизма нижнего модуля) через 
крестовину 9 и вилку выходного звена 12'. 

Центральная цепь содержит колонну 10, 
жестко установленную на неподвижном осно-
вании, и рычаг 11, шарнирно сопряженный с 
нижней платформой. Центральная цепь накла-
дывает четыре ограничения на движение ниж-
ней платформы, позволяя ей совершать пово-
рот вокруг продольной оси колонны 10 и 
наклоняться вокруг перпендикулярной ей оси. 
Таким образом, нижний модуль имеет две сте-
пени свободы. 

На неподвижном основании установлены 
колонны из конструкционного профиля 13, где 
закреплены направляющие 14, по которым пе-
ремещаются каретки 15. На каждой паре каре-
ток жестко закреплена пластина суппорта 18, 
поступательное движение которой обеспечива-
ет шариковинтовая передача через винт 16 и 
гайку 17. Привод винтов осуществляют двига-
тели Д2. 

Верхняя платформа 20 (выходное звено ме-
ханизма верхнего модуля) связана с пластиной 
суппорта штангами 19, которые сопряжены с 
выходным звеном и суппортами посредством 
сферических шарниров. На боковых колоннах  

              
Рис. 1. Сборочная компьютерная модель шестиподвижного робота гибридной структуры  

с двумя модулями параллельной структуры 
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к пластине суппорта прикреплены две штанги. 
На задних колоннах к каждой пластине суппор-
та присоединена лишь одна штанга для обеспе-
чения механизму верхнего модуля четырех сте-
пеней свободы. 

Таким образом, робот имеет шесть привод-
ных звеньев, контролирующих шесть степеней 
свободы в относительном манипулировании. 
Управлением перемещениями этих звеньев 
контролируется движение нижней платформы 
по двум степеням свободы и верхней платфор-
мы по четырем степеням свободы. Рассмотрим 
алгоритм расчета этих перемещений для задан-
ной относительной конфигурации обоих мо-
дулей. 

 
Алгоритм решения ОКЗ. Решение ОКЗ состоит 
в определении координат приводных звеньев 
исследуемого механизма в зависимости от по-
ложения и ориентации платформ нижнего и 
верхнего модулей. Координаты приводных зве-
ньев верхнего модуля представляют собой че-
тыре линейных перемещения суппортов ,ih  
i = 1, …, 4 (рис. 2, а), а координаты приводных 
звеньев нижнего модуля — два угловых пере-
мещения кареток  ,j  j = 1, 2 (рис. 2, б). 

Для описания относительной конфигурации 
модулей введем три системы координат. Пусть 
у неподвижной системы координат ось Oz  
совпадает с осью круговой направляющей, а ось 
Ox  направлена к левой вертикальной колонне 
(см. рис. 2, а). Связанная с верхней платформой 
подвижная система координат 1 1 1 1O x y z  имеет 

ту же ориентацию, что и неподвижная система 
Oxyz , когда верхняя платформа находится в 
горизонтальном положении. Свяжем систему 
координат 2 2 2 2O x y z  с нижней платформой ана-
логичным образом. 

Конфигурацию модулей относительно друг 
друга зададим с помощью матрицы, определя-
ющей положение системы координат 1 1 1 1O x y z  
относительно системы координат 2 2 2 2 :O x y z  

 T 1
 

  
 

R p
T

0
, (1) 

где R  — матрица поворота, определяющая 
ориентацию системы 1 1 1 1O x y z  относительно 
системы 2 2 2 2O x y z ; p  — вектор положения точ-
ки 1O  относительно системы координат 

2 2 2 2O x y z . 
Будем считать, что матрица T  известна при 

решении ОКЗ. 
Алгоритм решения ОКЗ состоит в следую-

щем. Пусть 1T  и 2T  — две матрицы перехода, 
описывающие конфигурации подвижных си-
стем координат 1 1 1 1O x y z  и 2 2 2 2O x y z  относи-
тельно неподвижной системы координат Oxyz . 
Эти матрицы связаны уравнением 
 1 2T T T . (2) 

Верхняя платформа (см. рис. 2, а) имеет че-
тыре степени свободы относительно основания: 
три поступательные и одну вращательную во-
круг оси Oy . Следовательно, матрица перехода, 
описывающая конфигурацию системы коорди-
нат 1 1 1 1O x y z , имеет вид [11] 

 
Рис. 2. Верхний (а) и нижний (б) модули шестиподвижного робота  

гибридной структуры и связанные с ними системы координат 
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где   — угол поворота верхней платформы во-
круг оси Oy ; 1Ox , 1Oy  и 1Oz  — координаты 
точки 1O  в системе координат Oxyz . 

Матрицу перехода, описывающую конфигу-
рацию системы координат 2 2 2 2O x y z , предста-
вим следующим образом: 
 2 21 22 23 24 ,T T T T T  (4) 

где 21T  — матрица, определяющая перемеще-
ние из точки О  в точку D  на расстояние ODl  
вдоль оси ;Oz  22T  — матрица, определяющая 
вращение вокруг оси Oz  на угол ;  23T  — мат-
рица, определяющая вращение вокруг поверну-
той оси Ox  на угол ;  24T  — матрица, опреде-
ляющая перемещение из точки D  в точку 2O  
на расстояние 2DOl  вдоль повернутой оси .Oz  

Матрицы 21T  и 24T  являются постоянными 
и зависят от геометрических параметров рас-
сматриваемого робота. 

Подставляя уравнения (1), (3) и (4) в выра-
жение (2) и приравнивая независимые компо-
ненты полученного матричного уравнения, по-
лучаем систему из шести уравнений относи-
тельно шести неизвестных: ,  ,  ,  1,Ox  1Oy  и 

1.Oz  Символьные вычисления показывают, что 
удобнее оперировать следующим матричным 
уравнением вместо уравнения (2): 

 1
1 2

 T T T , где 
Т Т

1
T 1


 

  
 

R R p
T

0
. (5) 

Рассматривая вторую строку и первый стол-
бец матричного уравнения (5), получаем про-
стое уравнение для вычисления угла   

    12sin ,r  (6) 

где 12r  — соответствующий компонент матри-
цы R . 

Рассмотрим два уравнения, полученные из 
первой и третьей строк и первого столбца мат-
ричного уравнения (5): 

 
   
   
    
   

11 13

13 11

cos sin cos ;
cos sin 0,

r r
r r

 (7) 

где 11r  и 13r  — соответствующие компоненты 
матрицы .R  

Выражения (7) представляют собой систему 
линейных уравнений относительно перемен-
ных  cos  и  sin .  Можно решить эту си-

стему и найти единственное значение угла ,  
используя функцию atan2 . Затем можно рас-
смотреть два уравнения, соответствующих пер-
вой и третьей строкам и третьему столбцу мат-
ричного уравнения (2). Эти уравнения анало-
гичны уравнениям (7) и представляют собой 
систему линейных уравнений для вычисления 
угла .  Далее определяем оставшиеся перемен-
ные 1,Ox  1Oy  и 1Oz  из последнего столбца мат-
ричного уравнения (2). 

Так как уравнение (6) дает два решения для 
угла  , получаем два набора решений для всех 
шести переменных и выбираем решение, при 
котором обе платформы не перевернуты. 

Полученные переменные позволяют вычис-
лить матрицы 1T  и 2 ,T  которые определяют 
конфигурации обоих модулей относительно 
неподвижной системы координат Oxyz . Далее 
можно продолжить решение ОКЗ для каждого 
модуля независимо. 

Следуя алгоритму из работы [11], вычисляем 
линейные перемещения суппортов верхнего 
модуля (см. рис. 2, a) 

    2 22 ,
1, , 4,

i Bi Ai Bi Ai BiAiBih l x x y y z
i
     
 

  

где AiBil  — длина штанги ;i iA B  ,Aix  ,Bix  ,Aiy  
Biy  и Biz  — координаты соответствующих то-

чек в неподвижной системе координат Oxyz . 
Параметры ,AiBil  Aix  и Aiy  являются посто-

янными и определяются геометрическими па-
раметрами робота. Параметры ,Bix  Biy  и Biz  
находим из выражения 

 

/

/

1 /

1 1

Bi Bi

Bi Bi

Bi Bi

xx
y y
z z

  
  
  
  
     

T , 

где /
Bix , /

Biy , /
Biz  — координаты точки iB  в си-

стеме координат 1 1 1 1O x y z , определяемые гео-
метрическими параметрами механизма верхне-
го модуля. 

Для нижнего модуля будем использовать 
решение, схожее с предложенным в работе [13], 
и определим угловые перемещения кареток ,j  

1, 2,j   из уравнения 

  2 2 ,Ej Cj CjEjL p p  (8) 

где [ cos( ) sin( ) ]Ej j j EjR R z   p  — координа-
ты точки jE  в системе ;Oxyz  R  — радиус кру-
говой направляющей нижнего модуля; Ejz  — 
координата z точки jE  в системе ;Oxyz  Cjp  — 
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координаты точки jC  в системе Oxyz ; CjEjL  — 
постоянное расстояние между точками jC  и .jE  

Для нахождения вектора Cjp  будем исполь-
зовать соотношение 

 

/

/

2 /1
1

Cj

Cj Cj

Cj

x
y
z

 
        
  

p
T , 

где / ,Cjx  / ,Cjy  /
Cjz  — координаты точки jC  в си-

стеме координат 2 2 2 2 ,O x y z  определяемые гео-
метрическими параметрами механизма нижне-
го модуля. 

Преобразуем уравнение (8) следующим об-
разом: 

 1 2 3cos( ) sin( ) 0,j jc c c      

где 1c , 2c  и 3c  — константы. 
Тогда угловые перемещения кареток можно 

найти по приведенной в работе [14] формуле 

 
2 2 2

2 2 3 1

1 3
2arctg .j

c c c c
c c

       
 

Из возможных комбинаций решений j  для 
1  и 2  определяем тот набор координат, при 

котором каретки не наезжают друг на друга. 
Таким образом, получено решение ОКЗ для 

шестиподвижного робота гибридной структу-
ры. Применим разработанный алгоритм и рас-
смотрим численный пример. 

 
Численный пример. Робот, соответствующий 
компьютерной модели (см. рис. 1), имеет сле-
дующие геометрические параметры, м: 

1 0,15;Ax   1 0;Ay   2 0,04;Ax   2 0,19;Ay    
3 0,04;Ax    3 0,19;Ay    4 0,15;Ax    4 0;Ay   

/
1 0,08;Bx   /

1 0;By   /
2 0,04;Bx   /

2  0,04;By    
/

3 0,04;Bx    /
3 0,04;By    /

4 0;By   /
1Bz    

/
4 0,05;Bz   /

1 0,08;Сx   /
1 0,03;Cy   /

2 0,08;Cx    
/

2 0,03;Cy   / /
1 2 0,01;C Cz z    1 1 4 4A B A Bl l    

0,30;  0,13;ODl   2 0,04;DOl   1 1 2 2C E C El l   
0,20;   0,15;R   1 2 0,03.E Ez z   
Предположим, что верхняя платформа 

должна смещаться по пространственной траек-
тории относительно нижней. Такая траектория 
показана на рис. 3, где красно-зелено-синие 
тройки линий указывают ориентацию системы 
координат 1 1 1 1O x y z  относительно системы ко-
ординат 2 2 2 2O x y z  вдоль траектории. 

Траектория включает в себя три сегмента, 
расположенных на сфере радиусом 0,05 м с 
центром в точке 2O . Первый и третий сегменты 
представляют собой дуги параллелей, которые 

лежат между двумя плоскостями, проходящими 
через ось 2 2 ,O z  и образуют углы 30° и 60° с 
плоскостью 2 2 2 .O x z  Первая дуга находится на 
высоте 0,04 м над плоскостью 2 2 2 ,O x y  вторая — 
на высоте 0,035 м над той же плоскостью. Вто-
рой сегмент представляет собой меридиан, со-
единяющий эти дуги. 

По всей траектории ось 1 1O z  проходит через 
точку 2 ,O  т. е. верхняя платформа остается ка-
сательной к сфере. В первом сегменте ось 1 1O y  
касается первой дуги (см. рис. 3, зеленая ли-
ния); в третьем сегменте ось 1 1O x  касается тре-
тьей дуги (красная линия). Относительная ори-
ентация двух модулей меняется вдоль второго 
сегмента, как показано на рис. 3. В этом сегмен-
те плоскость 1 1 1O x y  касается сферы. 

Для моделирования траектории введем без-
размерный параметр пути s, который принимает 
значения 1 0,s   2 100,s   3 200s   и 4 300s   на 
концах сегментов. Каждое значение этого пара-
метра определяет уникальную точку траектории. 

Результаты решения ОКЗ, полученные в 
программе MathCAD с использованием пред-
ложенного алгоритма, приведены на рис. 4. Па-
раметр пути s варьировался с единичным ша-
гом. Видно, что верхний модуль остается непо-
движным во время первого сегмента 
траектории: параметры 1 4,  ,  h h  сохраняют 
постоянные значения. Во втором и третьем 
сегментах двигаются оба модуля. 

 
Обсуждение результатов. Хотя ОКЗ имеет от-
носительно простое решение в аналитическом 
виде, следует упомянуть некоторые особенно-
сти. Если угол 90 ,     то невозможно ис-
пользовать уравнение (7) для вычисления угла 

:  система линейных уравнений имеет беско-
нечное количество решений. Этот случай соот-
ветствует особому положению робота [15]. 

 
Рис. 3. Пространственная траектория 

относительного движения двух модулей 
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В такой конфигурации оси наклона верхней и 
нижней платформ становятся параллельными, 
и робот теряет одну степень подвижности в от-
носительном движении. Существует бесконеч-
ное количество комбинаций углов наклона  и 
  для одной и той же относительной конфигу-
рации модулей. 

На практике траекторию следует планиро-
вать так, чтобы обойти это особое положение. 
В численном примере оно исключено путем 
ограничения угла поворота нижнего модуля от 
30 до 60°. Можно расширить этот диапазон, но 
необходимо иметь в виду, что рабочие характе-
ристики робота могут ухудшиться при при-
ближении к особому положению. Изучение 
этой проблемы выходит за рамки текущего ис-
следования и может быть предметом будущих 
исследований. 

Выводы 
1. Рассмотрена конструкция и представлено 

решение ОКЗ робота гибридной структуры, со-
стоящего из двух модулей и имеющего шесть 
степеней свободы в относительном движении. 
Верхний модуль представляет собой четырех-
подвижный механизм типа «Дельта», нижний 
модуль — двухподвижный механизм с круго-

вой направляющей. Возможны и альтернатив-
ные комбинации таких модулей, обеспечиваю-
щие схожие структурно-кинематические пара-
метры. В этом случае предложенный кинемати-
ческий алгоритм можно адаптировать для 
других роботов гибридной структуры. 

2. ОКЗ имеет решение в аналитическом виде. 
Так как желаемое движение модулей задано 
относительно друг друга, необходимым являет-
ся составление и решение матричного уравне-
ния, которое связывает относительное движе-
ние модулей с их абсолютным движением в не-
подвижной системе координат. После этого 
становится возможным решение ОКЗ обычным 
способом. Работоспособность алгоритма про-
демонстрирована на численном примере с мо-
делированием заданного движения, не попада-
ющего в особое положение, которое возникает, 
когда оси наклона обеих подвижных платформ 
становятся параллельными. 

3. Предложенный алгоритм решения ОКЗ 
становится нереализуемым, когда рассмотрен-
ный робот попадает в особое положение. По-
этому его необходимо модифицировать так, 
чтобы преодолеть эту проблему. Изучение этого 
и других особых положений и планирование 
траекторий, которые обходят особые положе-
ния, является предметом будущих исследований.
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