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Приведено решение задачи структурного и кинематического анализа нового гибрид-
ного манипулятора, состоящего из трехподвижного плоского механизма параллель-
ной структуры, кинематически развязанного одноподвижного механизма последова-
тельной структуры и одноподвижного стола относительного перемещения изделия. 
Создано и исследовано манипуляционное устройство с повышенными функциональ-
ными свойствами для применения в технологических операциях обработки материа-
лов и в аддитивных технологиях. Разработан алгоритм решения обратной задачи  
о положениях, применение которого продемонстрировано на численном примере. 
Для исследования функциональных свойств манипуляционного устройства создана 
его виртуальная модель. Предложен оригинальный алгоритм определения границ ра-
бочей зоны манипуляционного устройства в системе координат стола с учетом гео-
метрических ограничений. 
EDN: DZBFDQ, https://elibrary/dzbfdq 
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The paper presents a solution to the problem of structural and kinematic analysis of a new 
hybrid manipulator consisting of the three-motion flat mechanism of the parallel structure, 
kinematically decoupled single-motion mechanism of the sequential structure, and single-
motion table for the device relative displacement. A manipulator with the enhanced func-
tional properties for using in the machining technological operations and additive technol-
ogies was created and studied. The paper provides an algorithm for solving the inverse posi-
tioning problem; and it is demonstrated using a numerical example. A virtual model was  
created to study the manipulator functional properties. The paper proposes an original algo-
rithm for determining the manipulator working area boundaries in the table coordinate sys-
tem taking into account the geometric constraints. 
EDN: DZBFDQ, https://elibrary/dzbfdq 
Keywords: hybrid manipulator, kinematic analysis, inverse positioning problem, working 
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Гибридные манипуляторы находят широкое 
применение в современном технологическом 
оборудовании, манипуляционных устройствах 

и высокоскоростных роботах для выполнения 
прецизионных технологических операций, при 
механической обработке материалов [1–4], 
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а также в медицинских приложениях, напри-
мер в реабилитационной терапии [5, 6]. 

Перспективным является применение ма-
нипуляторов на финишных операциях при 
обработке деталей со сложной поверхностью 
[7], а также в аддитивных технологиях, для 
работ по лазерной резке и лазерному спеканию 
металлов. Манипуляторы гибридной структу-
ры обладают повышенными функциональны-
ми возможностями. Это — увеличенные габа-
ритные размеры рабочего пространства 
(например, вдоль одной линейной координа-
ты), высокая маневренность и большая рабо-
чая зона, что позволяет планировать различ-
ные траектории, в том числе для обхода осо-
бых положений [8, 9]. 

Выбор механизмов параллельной структуры 
в манипуляционных устройствах обусловлен 
наличием замкнутой или рамной конструкции 
[10], которая повышает жесткость и грузоподъ-
емность относительно собственного веса, точ-
ность позиционирования и скорость движения 
[11]. Такие функциональные свойства связаны 
с тем, что в механизмах параллельной структу-
ры, подобно фермам, внешняя нагрузка отно-
сительно равномерно распределена по кинема-
тическим цепям, а расположение приводов на 
основании (или ближе к нему) снижает инер-
ционную зависимость механизма от подвиж-
ных масс приводов. 

Цель работы — создание и исследование ги-
бридного манипуляционного устройства (ГМУ) 
с повышенными функциональными свойства-
ми для применения в технологических опера-
циях обработки материалов и в аддитивных 
технологиях. 

Описание ГМУ. ГМУ с пятью степенями сво-
боды включает в себя плоский механизм парал-
лельной структуры 4-RRR с тремя степенями 
свободы (R-вращательная пара) с одной избы-
точной кинематической цепью, кинематически 
развязанный механизм последовательной 
структуры с одной вращательной степенью 
свободы и одноподвижный стол относительно-
го перемещения для обеспечения изделию ли-
нейного перемещения. Внешний вид ГМУ при-
веден на рис. 1. 

ГМУ содержит основание 1, платформы 2, 
соединенные четырьмя идентичными плоски-
ми кинематическими цепями A1B1C1, A2B2C2, 
A3B3C3 и A4B4C4, в состав которых входят про-
межуточные звенья 3–10, связанные враща-
тельными парами. Для описания движения 
звеньев ГМУ введена неподвижная система ко-
ординат OXYZ, начало которой расположено на 
пересечении диагоналей прямоугольника 
A1A2A3A4 (точки крепления кинематических 
цепей на основании). Оси всех вращательных 
пар (R) параллельны друг другу и перпендику-
лярны плоскости YOZ. 

Четыре кинематические цепи попарно рас-
положены в двух параллельных плоскостях 
(образуют два слоя). На платформе 2 имеется 
кривошип — выходное звено (далее исполни-
тельное звено) 11, где установлен режущий 
инструмент или лазерная головка, подвижно 
соединенная с платформой соосно располо-
женными вращательными парами (R). Ось 
вращательного исполнительного звена лежит 
в плоскости YOZ.  

Исполнительное звено совершает возврат-
но-поворотные движения благодаря действию 

 
Рис. 1. Внешний вид ГМУ 
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привода M1. Другие приводы механизма парал-
лельной структуры обозначены как M1, M2, M3  
и M, где M — привод избыточной цепи ГМУ. 
Избыточная кинематическая цепь придает ме-
ханизму повышенную жесткость и устойчи-
вость, а также симметричность расположения 
кинематических цепей. В состав ГМУ также 
входит подвижный стол 12 с приводом M5. Ось 
движения подвижного стола совпадает с осью 
OX абсолютной системы координат и обеспе-
чивает поступательное движение изделию (об-
рабатываемой детали), закрепленному на этом 
столе. 

Точка K, обозначенная на рис. 1, является 
точкой выхода лазерного луча. Гибридная 
структура манипуляционного устройства поз-
воляет достичь заданного положения точки K 
исполнительного звена двумя поступательны-
ми перемещениями вдоль осей OY и OZ,  
а также поступательным перемещением изде-
лия со столом вдоль оси OX в системе коорди-
нат OXYZ. Заданная угловая ориентация ис-
полнительного звена достигается двумя вра-
щательными движениями вокруг осей OX  
и OY. 

Таким образом, ГМУ обладает пятью степе-
нями подвижности, из которых четыре при-
надлежат плоскому механизму параллельно-
последовательной структуры, а пятая — одно-
подвижному столу линейного перемещения. 

 
Решение обратной задачи кинематики. Реше-
ние обратной задачи о положениях состоит в 
определении управляющих воздействий со сто-
роны приводов, реализующих заданные траек-
тории исполнительного звена. 

Известны различные подходы к решению 
обратной задачи кинематического анализа ма-
нипуляторов гибридной структуры [12–14]. 

Будем применять геометрический подход, 
так как составляющие механизмы ГМУ функ-
ционируют во взаимно ортогональных плоско-
стях, что упрощает кинематический анализ. 

 
Постановка задачи. Кинематическая схема 
ГМУ приведена на рис. 2, где введены следую-
щие обозначения: 

• 1q  — приводная координата вращательно-
го движения кинематически развязанного ме-
ханизма последовательной структуры; 

• iq  — приводные координаты вращатель-
ного движения механизма параллельной струк-
туры, 2, 4;i   

• q  — приводная координата вращательно-
го движения избыточной цепи механизма па-
раллельной структуры; 

• 5q  — приводная координата поступатель-
ного движения стола; 

• OXYZ — неподвижная система координат, 
связанная с основанием механизма параллель-
ной структуры (рис. 2, а); 

• SXSYS ZS — подвижная система координат, 
связанная со столом (рис. 2, б) и способная 
смещаться вдоль оси OX; 

• PXPYP ZP — подвижная система координат 
с началом в точке P исполнительного звена, 
в которой ось PZP направлена по оси исполни-
тельного инструмента, по отрезку KP, а ось PYP 
совпадает с осью вращения исполнительного 
звена. 

Также заданы декартовы координаты точек 
крепления A1, A2, A3, A4 четырех кинематиче-
ских цепей к основанию в неподвижной систе-
ме координат OXYZ. Длины всех промежуточ-
ных звеньев и длина подвижной платформы 
равны l (см. рис. 2). 

Положение исполнительного звена задано 
декартовыми координатами точки K в системе 
координат стола SXSYS ZS и углами ориента-
ции   и   вектора T[ 0, 0, ]P h K , лежащего 
на оси PZP подвижной системы координат 
PXPYP ZP исполнительного звена, где h — задан-
ная длина исполнительного звена. Угол   об-
разован в результате поворота платформы во-
круг оси SXS (см. рис. 2, а), а угол   — путем 
поворота исполнительного звена вокруг повер-
нутой оси SYS. 

Таким образом, заданы входные координаты 
исполнительного звена относительно подвиж-
ной системы координат стола SXSYS ZS. 

Алгоритм решения обратной задачи о по-
ложениях, заключающийся в определении при-
водных координат iq ( 1,5)i   и ,q  включает в 
себя следующие шаги. 

Определение приводной координаты 1q . Так 
как привод M1 установлен на валу исполни-
тельного звена и вращает его, приводная ко-
ордината 1q  соответствует углу   поворота 
кинематически развязанного механизма по-
следовательной структуры (см. рис. 2, б). Сле-
довательно, 

 1 .q     (1) 

Для управления трехподвижной платфор-
мой предназначены приводы M2, M3, M4 и M  
(см. рис. 1). Приводные координаты iq ( 2, 4)i   
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и q  зависят от положения точки P крепления 
исполнительного инструмента на валу плат-
формы в неподвижной системе координат 
OXYZ и угла ориентации   платформы. На 
приводную координату 5q  (привод M5) влияет 
взаимное расположение систем координат 
OXYZ и SXSYS ZS по оси OX. 

Определение приводной координаты 5q  и де-
картовых координат точки P в неподвижной 
координатной системе OXYZ (см. рис. 2). Для 
упрощения дальнейших расчетов (без потери 
точности) механизм параллельной структуры 
рассматриваем как плоский механизм, звенья 
которого расположены в плоскости YOZ. Тогда 
принимаем 0Ai Bi Cix x x    ( 1, 4).i   

Для решения поставленной задачи составля-
ем векторное равенство, связывающее коорди-
наты вектора точки K в двух системах коорди-
нат OXYZ и SXSYS ZS (рис. 3): 
 ,OS SK O S  r r P K   (2) 

где OSr  — вектор точки S в неподвижной 
системе координат, T

5[ 0 0] ;OS qr  SKr  — век-
тор, описывающий положение точки K испол-
нительного звена в системе координат SXSYS ZS 
стола ГМУ; T[ ] ;SK K K Kx y zr  OP  — вектор точ-
ки P в неподвижной системе координат, 

T[ ] ;O P P Px y zP  SK  — преобразованный 
вектор KP из системы координат PXPYP ZP в си-
стему координат SXSYS ZS. 

 

 

Рис. 2. Кинематическая схема ГМУ 
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Координаты векторов OSr  и OP  неизвестны 
и подлежат определению в неподвижной си-
стеме координат OXYZ. Векторы SKr  и SK  яв-
ляются известными величинами. 

Координаты вектора KS в системе координат 
SXSYS ZS находим из матричного соотношения 
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где  XS R  и  YS R  — матрицы поворота во-
круг координатных осей SXS и SYS. 

Левая часть уравнения (2) имеет вид 
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С учетом того, что 0Px   (так как вектор KS 
расположен в плоскости YOZ), правая часть 
уравнения (2) принимает следующий вид: 
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Приравнивая правые части уравнений (3) и 
(4) и решая относительно неизвестных коорди-
нат 5, , ,P Py z q  находим координаты точки P 
платформы и приводную координату q5 в си-
стеме координат OXYZ: 
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Определение приводных координат 2 ,q  3 ,q  
4q  и .q  Из условия геометрического подобия 

треугольников 1 1 1 3 2 ~C PP C C P   для координат 
точек C1 и C3 (см. рис. 3) получаем следующие 
соотношения: 
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С помощью этих соотношений находим 
длины отрезков 1 1A Cl  и 3 3A Cl  по формулам 
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Кинематические цепи 1 1 1A B C  и 2 2 2A B C , а 
также 3 3 3A B C  и 4 4 4A B C  (см. рис. 2) в плоскости 
YOZ образуют ромбы, у которых длины всех 
сторон (звеньев) равны друг другу. Известно, 
что противоположные углы у ромбов равны, а 
диагонали являются биссектрисами соответ-
ствующих углов и перпендикулярны между со-
бой. Следовательно, углы q  и q  определя-
ются из теоремы косинусов (см. рис. 2, а): 
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Тогда приводные координаты 
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где 

  1 1arctg2 , ;C Cz y      3 3arctg2 , .C Cz y   

Таким образом, обратная задача кинематики 
решена. Установлены аналитические зависимо-
сти (1) и (5) между приводными 1 2 3 4, , , ,q q q q  

5 ,q q  и абсолютными , , , ,K K Kx y z    коорди-
натами исполнительного звена. Полученные 
данные позволяют построить рабочую зону 
ГМУ. 

 
Методика определения границ рабочей зоны 
ГМУ. Для определения границ рабочей зоны 
воспользуемся методом дискретизации про-
странства по заданной сетке [15, 16]. 

 
Рис. 3. Графическое представление векторного 

равенства (2) 
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В системе координат стола зададимся па-
раллелепипедом, размеры которого сопоста-
вимы с диапазонами изменения линейных ко-
ординат характерной точки K: min max ,Kx x x   

min max ,Ky y y   min maxKz z z  , а также углами 
ориентации выходного звена min max ,      

min max .Ky y y   Здесь и далее индексы «min» и 
«max» соответствуют минимальному и макси-
мальному значениям параметров. 

Для построения рабочей зоны ГМУ необхо-
димо разбить параллелепипед на равноотстоя-
щие точки по сетке. В каждой точке внутри па-
раллелепипеда перебираются углы ориентации 
исполнительного звена ГМУ с проверкой огра-
ничений. Точность расчетов будет зависеть от 
выбранного шага сканирования по всем абсо-
лютным координатам.  

В качестве ограничений выступают допуска-
емые углы сближения и расхождения кинема-
тических цепей в составе ромбов плоского ме-
ханизма (см. рис. 2, a). Поэтому в каждой точке 
сетки рабочего пространства проверяются 
ограничения на углы i i iA B C  ( 1, 4)i   во вра-
щательных парах между звеньями одной кине-
матической цепи для двух ромбов, а также кон-
структивные ограничения во вращательных 
парах кинематических цепей с платформой 
(рис. 4): max minj      ( 1, 4),j   где min  и 

max  задаются исходя из конструктивных 
соображений. 

 
Численный пример решения задач о положе-
ниях. Пусть в неподвижной системе координат 
OXYZ заданы координаты точек вращательных 
шарниров на основании, мм: A1(0, –60, 0),  
A2(0, –60, 0), A3(0,60, 0) и A4(0, 60, 0). Длины 
звеньев l и платформы равны 40 мм, длина ис-
полнительного звена h — 10 мм. Известны так-
же диапазоны изменения абсолютных коорди-
нат точки K исполнительного звена ГМУ в си-
стеме координат стола SXSYS ZS: 
 min max20 мм; 20 мм;x x    

 min max30 мм; 30 мм;y y    

 min max20 мм; 20 мм;z z    

 min max min max20 ; 20 ; 5 ; 5 .               
Для линейных координат шаг сканирования 

Δ Δ Δ 0,5 мм,K K Kx y z    для угловых коор-
динат — Δ Δ 1 .      

 
Рис. 4. Модель угловых ограничений  

во вращательных парах выходного звена 
 

   
Рис. 5. Результаты определения границ рабочей зоны ГМУ в виде замкнутой  

области (а) и в проекции на плоскость YOZ 
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В среде MATLAB проведены численные экс-
перименты, подтвердившие работоспособность 
алгоритма определения границ рабочей зоны. 
В результате численного эксперимента получе-
ны границы рабочей зоны ГМУ в виде замкну-
той области (рис. 5, а), точки которой принад-
лежат рабочей зоне ГМУ. Вид рабочей зоны в 
проекции на плоскость YOZ показан на рис. 5, б. 

В качестве примера решим обратную задачу 
кинематики, т. е. определим приводные коор-
динаты приводов по заданной траектории ис-
полнительного звена. Последняя соответствует 
движению исполнительного звена по поверх-
ности цилиндра радиусом R = 15 мм, ось кото-
рого направлена по координатной оси OX: 

 

min

min

;
3 ;

;
cos ;
sin ,

N

x x N x
y R
z R

    
  
   
  
  

  (6) 

где N — шаг, заданный по абсолютным коорди-
натам (в частном случае в качестве шага N 
можно принять интервал времени). 

Траектория обработанной поверхности ци-
линдра радиусом R = 15 мм, построенная в со-
ответствии с системой уравнений (6), показана 
на рис. 6. 

Зависимости приводных координат от шага 
движения N приведены на рис. 7. В дальнейшем 
полученные зависимости позволят решать за-
дачи кинематического управления, а также за-
дачи о скоростях, ускорениях и об особых по-
ложениях механизма. 

Рассмотренный численный пример под-
тверждает работоспособность предложенных 
алгоритмов. Методика решения обратной зада-
чи может быть адаптирована к анализу подоб-
ных манипуляторов гибридной структуры. 

Следует отметить, что из-за структурных и 
геометрических особенностей исследованного 
ГМУ обратная задача о положениях была 
успешно решена благодаря введению дополни-
тельных систем координат. Это позволило по-
лучить достаточно эффективный и простой ал-
горитм. 

Выводы 
1. Разработано ГМУ с повышенными функ-

циональными свойствами. 
2. Предложены алгоритм решения обратной 

задачи о положениях и методика определения 
границ рабочей зоны ГМУ, работоспособность 
которых проверена на численных примерах. 

 
Рис. 6. Траектория обработанной поверхности 

цилиндра радиусом R = 15 мм  
(1 — траектория обработки) 

 
Рис. 7. Зависимости приводных координат q1–q5  

и q от шага движения N 
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