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Рассмотрены вопросы синтеза механизмов совместного относительного манипули-
рования, обладающие преимуществами перед механизмами параллельной структу-
ры. Механизм совместного относительного манипулирования включает в себя два 
последовательно соединенных модуля с определенным числом степеней свободы. 
Один модуль воспроизводит заданную траекторию, а второй — определяет ориен-
тацию тела в подвижной системе координат и движение самой системы координат. 
Механизмы относительного манипулирования применяют в современных многоко-
ординатных металлообрабатывающих станках и координатно-измерительных ма-
шинах, несущих манипуляционных системах лазер-роботов, оптических устрой-
ствах, телескопах и тренажерах, регулируемых шарнирных фермах строительных 
механизмов и др. Показана актуальность исследования рабочей зоны для различных 
вариантов расположения приводных кинематических пар на механизме, воспроиз-
водящем заданную траекторию, так как она является одной из основных характери-
стик любого манипуляционного механизма. Определены особые положения пред-
ложенных вариантов, построены рабочие зоны с учетом особых положений для ме-
ханизма совместного относительного манипулирования. Результаты исследования 
подтвердили эффективность размещения приводных кинематических пар на про-
межуточных звеньях, что позволило синтезировать механизм совместного относи-
тельного манипулирования с наименьшим количеством особых положений. Рас-
смотрены различные подходы к описанию и классификации таких положений. 
EDN: YHQNRI, https://elibrary/yhqnri 
Ключевые слова: механизмы совместного относительного манипулирования, особые 
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уравнения связи 

The paper considers the problems in synthesizing the combined relative manipulation 
mechanisms providing advantages over the parallel structure mechanisms. The combined 
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relative manipulation mechanism includes two series-connected modules with a certain 
number of the degrees of freedom. The first module reproduces a given trajectory; the sec-
ond determines body orientation in the moving coordinate system and motion of the coor-
dinate system itself. Relative manipulation mechanisms are used in the modern multi-
coordinate metalworking and coordinate measuring machines, laser robotics manipulation 
support systems, optical devices, telescopes and simulators, adjustable hinged trusses of the 
construction mechanisms, etc. The paper shows relevance of studying the working area for 
various options of positioning the drive rotary pairs on the mechanism reproducing a given 
trajectory, since it is one of the main characteristics of any manipulation mechanism. It 
specifies special provisions for the proposed options; working areas are designed taking into 
account special provisions for the combined relative manipulation mechanism. Study re-
sults confirm efficiency of positioning the drive rotary pairs on the intermediate links mak-
ing it possible to synthesize a combined relative manipulation mechanism with the least 
number of the special positions. The paper considers various approaches to description and 
classification of such positions. 
EDN: YHQNRI, https://elibrary/yhqnri 
Keywords: combined relative manipulation mechanism, special position, working area, 
mathematical apparatus, Gosselin–Angeles method, coupling equations 

Одной из основных тенденций развития совре-
менной робототехники является разработка 
манипуляционных механизмов на основе па-
раллельной кинематики [1–3]. Эти механизмы 
обладают такими преимуществами перед меха-
низмами последовательной структуры, как 
бόльшая жесткость, легкость конструкции и 
повышенная скорость движения рабочего ор-
гана относительно объекта обработки [4–6]. 

Однако такие механизмы имеют и недостат-
ки: относительно небольшую рабочую зону (РЗ) 
и наличие особых положений (ОП) [7, 8]. Од-
ним из решений этой проблемы является орга-
низация совместного относительного манипу-
лирования [9, 10]. 

Таким образом, при синтезе механизмов 
совместного относительного манипулирования 
исследование РЗ на ОП является актуальной 
задачей. 

Различные подходы к описанию и класси-
фикации ОП приведены в работах К. Ханта, 
К. Госслена, Х. Анджелеса, В.А. Глазунова и 
других авторов [11–15]. 

Для определения ОП применен математиче-
ский аппарат, основанный на изучении свойств 
матриц Якоби, используемый в методе 
Госслена — Анджелеса, суть которого заключа-
ется в установлении зависимостей между 
обобщенными скоростями в приводах и абсо-
лютными скоростями выходного звена: 

 ( ) , Av B ω  

где А — матрица частных производных от не-
явных функций iF  (i — номер приводной ки-

нематической пары — ПКП) по абсолютным 
координатам x и y, 
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Уравнения связи имеют неявный вид 
( , , θ ) 0.i iF x y    
О наличии или отсутствии ОП позволяют 

судить определители матриц A и B: положения, 
в которых хотя бы один из них равен нулю, бу-
дут особыми. 

Цель работы — синтезировать механизмы 
совместного относительного манипулирования 
с наименьшим числом ОП путем исследования 
на ОП при различном расположении ПКП. 
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Постановка задачи. В качестве объекта иссле-
дования рассмотрим механизм совместного 
относительного манипулирования с пятью сте-
пенями свободы, структурная схема которого 
приведена на рис. 1. Он включает в себя плос-
кий пятизвенный механизм с двумя кинемати-
ческими цепями и дополнительной возможно-

стью перемещения вдоль оси Oz  (обобщенные 
координаты θ1, θ2, d1), и поворотный механизм с 
одной кинематической цепью (обобщенные 
координаты θ3, θ4). 

Так как наличие ОП механизма совместного 
относительного манипулирования характерно 
для пятизвенного механизма, будем рассматри-
вать задачу с расположением ПКП θ1 и θ2 на 
промежуточных сочленениях (далее с верхним 
расположением ПКП) и основании (далее с 
нижним расположением ПКП), как показано 
на рис. 2. 

 
Решение поставленной задачи. Проведем ис-
следование на наличие ОП в пятизвенном ме-
ханизме с верхним расположением ПКП 
(см. рис. 2, б). 

Запишем уравнения связи для кинематиче-
ских цепей пятизвенного механизма в виде не-
явных функций 
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После преобразований получаем 
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Исходя из кинематики исследуемого меха-
низма, уравнения связи представим как 
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Продифференцировав уравнения связи, 
определяем матрицы 
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Согласно методу Госслена — Анджелеса, ОП 
первого типа возникают в пятизвенном меха-
низме с верхним расположением ПКП при 
det(B) = 0, что соответсвует следующим случаям: 

 
Рис. 1. Структурная схема механизма совместного 

относительного манипулирования с пятью 
степенями свободы 

 

 
Рис. 2. Структурные схемы исследуемого механизма 

с верхним (а) и нижним (б) расположением ПКП 
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1) 1 0,   2 180,   с наложением друг на 
друга звеньев 1l  и 2l  (рис. 3, а); 

2) 1θ =180,  2 180   (рис. 3, б); 
3) 1θ =180,  2θ =0,  с наложением друг на друга 

звеньев 3l  и 4l  (рис. 3, в); 
4) 2θ =180  (рис. 3, г); 
5) 1θ =180  (рис. 3, д). 
Положение выходного звена на рис. 3 отме-

чено крестом. 
ОП второго типа возникают в пятизвенном 

механизме с верхним расположением ПКП при 
det(А) = 0, т. е. при условии, что координата 
выходного звена x  равна нулю, как показано 
на рис. 4. 

ОП третьего типа возникают в пятизвенном 
механизме с верхним расположением ПКП при 
det(B) = det(A) = 0, т. е. при x = 0 или 

1sin =180,  или 2sin 180.   В этом случае 
происходит наложение звеньев друг на друга, 
как показано на рис. 5. 

В итоге получаем РЗ механизма совместного 
относительного манипулирования с учетом ОП 
пятизвенного механизма с верхним расположе-
нием ПКП, включая РЗ поворотного механиз-
ма, как показано на рис. 6. Видно, что ОП пя-
тизвенного механизма не попадают в РЗ пово-
ротного механизма, т. е. в РЗ механизма 
совместного относительного манипулирования 
отсутствуют ОП. 

Проведем исследование на наличие ОП в 
пятизвенном механизме с нижним расположе-
нием ПКП (см. рис. 2, б). 

Запишем уравнения связи 
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где ,Cx  ,Cy  ,Ax  Ay  и ,Bx  By  — координаты 
рабочего органа С, сочленений А и В соответ-
ственно, 

 
   
   

1 1 1 1

2 4 2 4

sin θ ; cos θ ;
sin θ ; cos θ .

A A

B B

x l y d l
x l y l

  
 

 

 
Рис. 4. Схема пятизвенного механизма с верхним 
расположением ПКП с учетом ОП второго типа: 

1 — ПКП; 2 — РЗ пятизвенного механизма;  
3 — ОП при det(А) = 0 

 
Рис. 3. Схемы пятизвенного механизма с верхним расположением ПКП с учетом ОП первого типа: 

1 — РЗ пятизвенного механизма; 2 — ПКП; 3 — ОП при det(B) = 0 



16 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ  #08(785) 2025 

 

Тогда имеем 
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Находим детерминанты матриц 
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Согласно методу Госслена — Анджелеса, ОП 
первого типа возникают в пятизвенном 
механизме с нижним расположением ПКП при 
det(B) = 0 (рис. 7). В этом случае ОП выходного 

 
Рис. 7. Схема пятизвенного механизма с нижним расположением ПКП с учетом ОП первого типа: 

1 — РЗ пятизвенного механизма; 2 — ОП при det(В) = 0; 3 — ПКП 

             
Рис. 5. Схема пятизвенного механизма с верхним расположением ПКП с учетом ОП третьего типа: 

1 — РЗ пятизвенного механизма; 2 — ОП при det(B) = det(A) = 0 ; 3 — ПКП 

 
Рис. 6. Схема РЗ механизма совместного 

относительного манипулирования с учетом ОП: 
1 — ОП при det(A) = 0; 2 — ОП при det(В) = 0  

и при det(B) = det(A) = 0; 3 — ОП при det(В) = 0;  
4 — РЗ поворотного механизма;  
5 — РЗ пятизвенного механизма 



#08(785) 2025 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 17 

звена  аналогичны первому типу для механизма 
с верхним расположением ПКП. 

ОП второго типа возникают в пятизвенном 
механизме с нижним расположением ПКП при 
det(А) = 0, как показано на рис. 8. 

ОП третьего типа появляются в пятизвен-
ном механизме с нижним расположением ПКП 
при det(B) = det(A) = 0 (рис. 9), как и в таковом 
с верхним расположением ПКП. 

В итоге получаем РЗ механизма совместного 
относительного манипулирования с учетом ОП 
пятизвенного механизма с нижним расположе-

нием ПКП, включая РЗ поворотного механиз-
ма, как показано на рис. 10. Видно, что ОП пя-
тизвенного механизма частично попадают в РЗ 
поворотного механизма. Это позволяет заклю-
чить, что такой вариант расположения ПКП 
является менее предпочтительным, чем преды-
дущий, так как в РЗ механизма совместного от-
носительного манипулирования в заданной 
конфигурации присутствуют ОП. 

Выводы 
1. На основе метода Госслена — Анджелеса 

рассмотрен процесс нахождения ОП для меха-
низма совместного относительного манипули-
рования, который включает в себя механизм, 
воспроизводящий заданную траекторию в виде 
пятизвенного механизма с дополнительной 
степенью свободы, и поворотный механизм, 
определяющий ориентацию тела в подвижной 
системе координат. 

2. Предложены два варианта расположения 
ПКП на механизме, воспроизводящем заданную 
траекторию. Для этих вариантов определены ОП 
и построены РЗ механизма совместного относи-
тельного манипулирования с учетом ОП. 

3. Установлено, что вариант расположения 
ПКП на промежуточных звеньях является более 
предпочтительным, так как в РЗ механизма сов-
местного относительного манипулирования в 
заданной конфигурации отсутствуют ОП. 

4. Полученные результаты удовлетворяют 
заданному требованию (синтезировать меха-
низм совместного относительного манипули-
рования с наименьшим количеством ОП) и мо-
гут быть использованы для решения задачи 
синтеза подобных механизмов. 

 
Рис. 8. Схема пятизвенного механизма с нижним 
расположением ПКП с учетом ОП второго типа: 

1 — РЗ пятизвенного механизма; 2 — ОП при det(А) = 0;  
3 — ПКП 

 

 
Рис. 9. Схемы пятизвенного механизма с нижним 
расположением ПКП с учетом ОП третьего типа: 

1 — РЗ пятизвенного механизма; 2 — ОП  
при det(B) = det(A) = 0; 3 — ПКП 

 
Рис. 10. Схема РЗ механизма совместного 

относительного манипулирования с нижним 
расположением ПКП с учетом ОП: 

1 — ОП при det(В) = 0 и при det(B) = det(A) = 0;  
2 — ОП при det(A) = 0; 3 — ОП при det(В) = 0;  

4 — РЗ поворотного механизма;  
5 — РЗ пятизвенного механизма 
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