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Изложена конечно-элементная постановка решения задач устойчивости цилиндриче-
ских оболочек, выполненных из композиционного материала, с учетом моментности 
и нелинейности их докритического напряженно-деформированного состояния. Не-
линейная задача прочности и устойчивости решена методами конечных элементов и 
линеаризации Ньютона — Канторовича. Критические нагрузки определены в процес-
се решения геометрически нелинейной задачи с помощью критерия Сильвестра. Ис-
пользованы разработанные на основе гипотезы Тимошенко конечные элементы ком-
позитных цилиндрических оболочек естественной кривизны, в аппроксимации пере-
мещений которых в явном виде выделены их жесткие перемещения, что существенно 
влияет на сходимость решения. Приведены результаты исследования устойчивости 
консольно защемленной анизогридной композитной круговой цилиндрической обо-
лочки при поперечном изгибе краевой силой. Определено влияние нелинейности де-
формирования, жесткости подкрепляющего набора, углов укладки подкреплений и 
толщины оболочки на критические нагрузки потери устойчивости. 
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The paper states a finite element solution to the stability problems for the cylindrical shells 
made of composite material taking into account the momentness and nonlinearity of their 
subcritical stress-strain state. The nonlinear problem of strength and stability is solved by the 
finite element methods and the Newton-Kantorovich linearization. Critical loads are deter-
mined in the process of solving a geometrically nonlinear problem using the Sylvester’s crite-
rion. The paper uses finite elements of the composite cylindrical shells with the natural curva-
ture developed on the basis of the Timoshenko hypothesis. Rigid displacements are explicitly 
distinguished in their displacement approximation, which significantly affects convergence of 
the solution. The paper presents results of studying stability of the cantilever-clamped an-
isogrid composite circular cylindrical shell exposed to transverse bending by the edge force. It 
determines the influence of deformation nonlinearity, rigidity of the reinforcement set, angles 
of laying the reinforcements and the shell thickness on the critical loads in losing stability. 
EDN: QUPSOY, https://elibrary/qupsoy 
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Анизогридные сетчатые конструкции из ком-
позиционных материалов, изготавливаемые 
методом непрерывной намотки, получили ши-
рокое распространение в современных лета-
тельных аппаратах, особенно в космических. В 
летательных аппаратах анизогридные сетчатые 
конструкции могут применяться и как самосто-
ятельные, состоящие только из подкреплений, 
и совместно с обшивкой (что необходимо для 
фюзеляжа самолета). 

Основополагающий вклад в разработку сет-
чатых композиционных конструкций внесла 
школа В.В. Васильева [1]. Аналитические оцен-
ки напряженно-деформированного состояния 
(НДС) регулярной сетчатой оболочки с исполь-
зованием вариационного принципа и безмо-
ментной теории оболочек и заменой реберной 
структуры условно сплошным слоем с осред-
ненной жесткостью приведены в работе 
В.В. Васильева и В.А. Бунакова [2]. 

Дискретный подход к моделированию сетча-
тых анизогридных конструкций применяли 
В.В. Васильев, А.Ф. Разин, А.А. Бабичев, 
В.П. Булдаков, М.В. Никитин и др. Тем не ме-
нее, методы расчета на прочность и устойчи-
вость сетчатых конструкций с учетом нелиней-
ности исходного НДС развиты недостаточно. 
Большая часть известных решений задач устой-
чивости оболочек получена аналитическими 
методами и, как правило, в линейном прибли-
жении без учета моментности и нелинейности 
докритического состояния оболочек, т. е. в 
классической постановке [3, 4], и крайне мало 
при нелинейном деформировании [5]. 

В связи с этим разработка надежных и эф-
фективных методов расчета анизогридных кон-
струкций является актуальной задачей. Наибо-
лее подходящим методом является метод ко-
нечных элементов, обладающий такими 
достоинствами, как универсальность, физич-
ность и неограниченная возможность приме-
нения к сложным конструкциям при произ-
вольном нагружении. 

Для решения задачи прочности и устойчи-
вости композитных цилиндрических оболочек 
при нагружении краевой поперечной силой 
применены методы конечных элементов и ли-
неаризации Ньютона — Канторовича. Исполь-
зованы разработанные на основе гипотезы 
Тимошенко конечных элементов (КЭ) компо-
зитных цилиндрических оболочек естествен-
ной кривизны, в аппроксимации перемещений 
которых в явном виде выделены их жесткие 

перемещения (перемещения КЭ как твердого 
тела). 

Исследован отсек фюзеляжа перспективного 
пассажирского самолета в виде консольно за-
щемленной круговой анизогридной цилиндри-
ческой оболочки в широком диапазоне измене-
ния параметров ее жесткости. 

Цель работы — исследование влияния жест-
кости подкрепляющего набора и углов укладки 
стрингерного набора на устойчивость оболочки 
в условиях нелинейного исходного НДС. 

Результаты исследований получены с помо-
щью программного комплекса «Программа для 
расчета на прочность и устойчивость подкреп-
ленных некруговых цилиндрических оболо-
чек», зарегистрированного в Федеральной 
службе по интеллектуальной собственности 
(свидетельство о государственной регистрации 
программы для ЭВМ № 2013615613 от 
17.06.2013 г.). 

Основные соотношения для КЭ некруговой 
цилиндрической оболочки, выполненной из 
полимерного композиционного материала 
(ПКМ), и алгоритмы решения задачи ее проч-
ности и устойчивости в условиях нелинейного 
исходного НДС опубликованы в работах [6–8]. 

 
Алгоритм решения нелинейной задачи. Не-
круговую цилиндрическую оболочку (далее 
оболочка) будем рассматривать как ортотроп-
ную. Вариационное уравнение Лагранжа для 
КЭ оболочки представим в виде 

 П 0,W V       (1) 

где   — знак вариации; П , W  и V  — потен-
циальная энергия, энергия деформации и рабо-
та внешних сил соответственно. 

Варьируя уравнение (1) по узловым переме-
щениям КЭ, получаем систему нелинейных ал-
гебраических уравнений относительно узловых 
перемещений КЭ. С учетом условия совместно-
сти перемещений в узлах КЭ и граничных усло-
вий запишем систему нелинейных алгебраиче-
ских уравнений относительно узловых переме-
щений оболочки 

 0,  Ku Q   (2) 

где K  — матрица жесткости оболочки, получа-
емая суммированием матриц жесткости от-
дельных КЭ с использованием матрицы индек-
сов [9]; u  — вектор узловых перемещений 
оболочки; Q  — вектор обобщенных узловых 
сил оболочки. 
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Для решения системы (2) воспользуемся ме-
тодом Ньютона — Канторовича [10], уравнения 
которого имеют вид 

      
1

; K ;
,

n n n n

n n

     
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H u Q G u G u u
u u




 (3) 

где H  — матрица Гессе системы, элементами 
которой являются элементы второй вариации 
потенциальной энергии деформации оболочки; 

nu  и 1nu  — векторы узловых перемещений 
оболочки на n-й и (n + 1)-й итерациях; Δ  — 
вектор приращений узловых перемещений 
оболочки; G  — градиент потенциальной энер-
гии деформации. 

Решение системы (3) получаем с помощью 
метода последовательных приближений и ша-
гового метода по нагрузке. На каждой итерации 
решение системы линейных алгебраических 
уравнений отыскиваем методом Краута [11], 
используя разложение матрицы Гессе 

TH L DL  на одну диагональную D  и две тре-
угольные матрицы .L  

Определив компоненты вектора узловых пе-
ремещений оболочки u , находим все компо-
ненты ее НДС. Критическую нагрузку опреде-
ляем как предельную по расходимости итера-
ционного процесса при резком возрастании 
перемещений в отдельных узлах конечно-
элементной сетки или как бифуркационную с 
использованием энергетического критерия 
устойчивости, согласно которому равновесное 
состояние является устойчивым, если 2П 0.   

Это условие требует положительной опреде-
ленности матрицы Гессе H  или положительно-
сти всех диагональных элементов матрицы D в 
ее разложении T .L DL  Вычислив критическую 
нагрузку, находим форму потери устойчивости 
оболочки из решения системы 0,Hu  где u  — 
вектор бифуркационных узловых перемеще-
ний. В случае предельной точки форму потери 
устойчивости оболочки определяют из нели-
нейного исходного НДС для нагрузки, близкой 
к предельной. 

 
Исследование нелинейного деформирования 
и устойчивости отсека фюзеляжа самолета 
при поперечном изгибе. Рассмотрим консоль-
но-закрепленную подкрепленную продольным 
и поперечным наборами оболочку, близкую по 
форме и размерам поперечного сечения само-
лета Ту-204 и находящуюся под действием кра-
евой поперечной силы, приложенной к ее сво-
бодному краю. Нагруженный край оболочки 

подкреплен жестким в своей плоскости шпан-
гоутом.  

Действие поперечной силы заменим стати-
чески эквивалентными ей касательными усили-
ями 3 / ,T QS J  где S — статический момент от-
сеченной части поперечного сечения оболочки; 
J  — момент инерции площади поперечного 
сечения относительно горизонтальной плоско-
сти симметрии оболочки. 

Оболочка длиной L = 2000 мм и радиусом R = 
= 2000 мм подкреплена равностоящим подкреп-
ляющим набором (прямоугольного поперечного 
сечения) различной жесткости (рис. 1). Обшивка 
оболочки выполнена из слоистого ПКМ Torayca 
T700, механические характеристики монослоя 
которого приведены в работе [12]. 

Жесткостные характеристики слоистого ма-
териала обшивки получены с использованием 
следующих формул [13]: 
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Рис. 1. Схема расположения подкреплений  

в оболочке 
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где k  — номер слоя обшивки;  
1

kE  и  
2

kE  — 
продольный и поперечный модули упругости  
k-го монослоя ПКМ; k  — угол укладки моно-
слоя относительно продольной оси оболочки; 

 
12

kG  — модуль сдвига k-го монослоя ПКМ; kz  и 
1kz   — верхняя и нижняя координаты z k-го 

монослоя ПКМ. 

Подкрепления в оболочке, представленные в 
виде наклонных под углом φ (стрингеров) и 
окружных (шпангоутов) ребер (см. рис. 1), рав-
номерно распределены по ее поверхности с 
фиксированным шагом dφ для стрингеров и dш 
для шпангоутов. В разработанном конечно-
элементном алгоритме рассмотрена конструк-
тивно-ортотропная схема расположения под-
креплений.  

Подкрепления выполнены из ПКМ с однона-
правленной укладкой волокон, получаемой пу-
тем специальной спиральной непрерывной 
намотки, в результате чего создана так называе-
мая анизогридная оболочка. Модуль упругости и 
модуль сдвига приняты равными 90 000 и 
4000 МПа соответственно. Все расчеты проведе-
ны для случая внутреннего расположения под-
креплений относительно обшивки оболочки. 

Жесткостные характеристики приведенного 
набора подкреплений получаем с учетом их 
приведения к срединной поверхности обшивки 
по следующим формулам [14]: 
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где pE  и pG  — модули упругости и сдвига под-
крепления; ,p pa b  и pd  — высота, ширина и шаг 
подкрепления соответственно;   — угол 
укладки монослоев в подкреплении относи-
тельно продольной оси оболочки (далее угол 
наклона подкреплений); pe  — эксцентриситет 
подкрепления относительно срединной по-
верхности обшивки. 

При расчете оболочки для ортогонального 
подкрепления будем использовать известные 
формулы для конструктивно-ортотропной обо-
лочки [15]. 
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Будем рассматривать четыре варианта 
укладки монослоев обшивки, приведенных в 
табл. 1, где h — толщина обшивки. 

Согласно рис. 1, имеем 

 ш
2 ;
tg

Rd
n



   cos4 ,Rd
n

   

где n — количество наклонных ребер (стринге-
ров). 

Будем рассматривать несколько вариантов 
жесткостных характеристик подкреплений 
(табл. 2) и углов наклона подкреплений 
(табл. 3) стрингеров, где pJ  — жесткость под-
крепляющего набора, 3 /12.p p pJ b a  

Оболочку разбиваем конечно-элементной 
сеткой m × n = 14 × 100, что обеспечивает схо-
димость решения по числу КЭ, где m и n — 
число КЭ по образующей и направляющей обо-
лочки. 

Введем следующие обозначения: 

 0 ;k Q Q
   0 ;k Q Q

   1 .k k k    

Здесь Q  — критическое значение поперечной 
силы; k  — параметр, определяемый отноше-
нием критических нагрузок композитной обо-
лочки к металлической конструктивно-орто-
тропной оболочки с одинаковыми характери-
стиками поперечного сечения подкреплений; 

0Q  и 0Q  — верхние критические значения по-
перечной силы для неподкрепленных металли-
ческих оболочек толщиной h и ,ph  

 0 ;bQ RCS     0 ,bQ RCS   

где 0,953C  ; 
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(Е и   — модуль упругости и коэффициент 
Пуассона металлической оболочки [15]). 

Зависимости параметра kτ от жесткости 
подкрепляющего набора Jp для линейного и 
нелинейного исходных НДС композитной 
оболочки толщиной h = 0,768; 1,152; 1,728 и 
2,304 мм при различных значениях угла 
наклона подкреплений φ приведены на 
рис. 2, а–г. Номера кривых соответствуют ва-
риантам, указанным в табл. 3. 

Как видно из рис. 2, с увеличением жесткости 
подкрепляющего набора Jp критические значе-
ния параметра kτ растут, что наиболее суще-
ственно для больших углов наклона подкрепле-
ний . Это обусловлено тем, что с ростом угла  
возрастет приведенная толщина оболочки hp,  
а следовательно, и критическая нагрузка .Q   
C повышением параметра жесткости подкреп-
ляющего набора Jp интенсивность роста пара-
метра kτ снижается независимо от толщины 
обшивки оболочки h. При увеличении толщи-
ны h критические значения параметра kτ суще-
ственно уменьшаются: до 8 раз (kτ = 320 для 
h = 0,768 мм и kτ = 40 для h = 2,308 мм. Влияние 

Таблица 1 
Варианты укладки монослоев обшивки 

Вариант Укладка h, мм 

1 0, 90, 90, 0 0,768 

2 0, 90, ±45, 90, 0 1,152 

3 0, 90, ±45, 0, ±45, 90, 0 1,728 

4 0, 90, 0, 0, ±45, ±45, 0, 0,  
90, 0 

2,304 

     

Таблица 2 
Приведенные характеристики подкреплений 

Вариант ap, мм bp, мм Jp, мм4 

1 0 0 0 
2 10 5 417 
3 15 5 1406 
4 20 5 3333 
5 25 5 6510 
6 30 5 11 250 

Таблица 3 
Значения углов наклона и шагов расположения 

подкреплений 

Вариант , град dφ, мм dш, мм 

1 20,9 295,21 431,57 

2 25,9 284,72 336,86 

3 30,9 272,07 272,07 

4 35,9 257,34 224,33 

5 40,9 240,66 187,20 

6 45,9 222,14 157,08 

7 50,9 201,94 131,81 
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нелинейности исходного состояния НДС на 
критические значения параметра kτ незначи-
тельное, в пределах 4 %. Нелинейный расчет, 
как правило, понижает критическую нагрузку. 

Зависимости параметра k  от жесткости 
подкрепляющего набора Jp для линейного и не-
линейного исходных НДС композитной обо-
лочки толщиной h = 0,768; 1,152; 1,728 и 
2,304 мм при различных значениях угла накло-
на подкреплений φ приведены на рис. 3, а–г. 
Номера кривых соответствуют вариантам, ука-
занным в табл. 3. 

С увеличением толщины h критические зна-
чения параметра k  уменьшаются, но не так 
существенно, как для параметра kτ: до 50 % от-
носительно результатов расчета оболочки с 

меньшей толщиной h = 0,768 мм. Это обуслов-
лено тем, что в состав знаменателя для пара-
метра k  входит параметр 0 ,Q  напрямую зави-
сящий от приведенной толщины оболочки hp. 
Кроме того, для значения параметра изгибной 
жесткости подкреплений Jp > 4000 мм4 его вли-
яние на параметр kτ существенно снижается. 
Нелинейность в большинстве случаев приводит 
к уменьшению критических значений парамет-
ра kτ. Влияние нелинейности колеблется в диа-
пазоне 0,5…4,0 %. 

При тех же параметрах ap и bp поперечного 
сечения подкреплений и толщине, что и у 
композитных оболочек, выполнены расчеты 
для металлической оболочки. Расчетные зави-
симости параметра kτ от жесткости подкреп-

 
Рис. 2. Зависимости параметра kτ от жесткости подкрепляющего набора Jp для линейного ( )  
и нелинейного ( ) исходных НДС композитной оболочки толщиной h = 0,768 (а), 1,152 (б),  

1,728 (в) и 2,304 мм (г) при различных значениях угла наклона подкреплений φ 
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ляющего набора Jp для линейного и нелиней-
ного исходных НДС металлической оболочки 
толщиной h = 0,768; 1,152; 1,728 и 2,304 мм 
приведены на рис. 4. Подкрепления в этом 
случае ортогональны линиям главных кривизн 
оболочки, рассматриваемой как конструктив-
но-ортотропной. 

С увеличением жесткости подкрепляющего 
набора наибольшее повышение критических 
значений параметра kτ наблюдается при малых 
значениях жесткости подкрепляющего набора 
(Jp < 1000 мм4). Влияние нелинейности на пара-
метр kτ — незначительное. 

Зависимости параметра k  от жесткости 
подкрепляющего набора Jp для линейного и не-
линейного исходных НДС композитной обо-

лочки толщиной h = 0,768; 1,152; 1,728 и 
2,304 мм при различных значениях угла накло-
на подкреплений φ приведены на рис. 5, а–г. 
Номера кривых соответствуют вариантам, ука-
занным в табл. 3. 

Видно, что жесткость подкрепляющего 
набора практически не влияет на параметр k , 
достаточно существенные изменения k  на-
блюдаются лишь в малом диапазоне Jp = 
= 0…1000 мм4. Влияние нелинейности на пара-
метр k  в большинстве случаев расчета состав-
ляет 3…10 %. С увеличением толщины оболоч-
ки h критические значения параметра k  не-
значительно повышаются (в пределах 5 %). При 
малой толщине (h < 1,152 мм) критические 
нагрузки композитных оболочек оказались ни-

 
Рис. 3. Зависимости параметра k  от жесткости подкрепляющего набора Jp для линейного ( )  

и нелинейного ( ) исходных НДС композитной оболочки толщиной h = 0,768 (а), 1,152 (б),  
1,728 (в) и 2,304 мм (г) при различных значениях угла наклона подкреплений φ 
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же, чем у металлических. С ростом жесткости 
подкрепляющего набора эффективность ком-
позитных оболочек сначала повышается, а при 
Jp > 2000 мм4 снижается (наиболее существенно 
для малых толщин оболочки). 

Зависимости параметра k  от угла наклона 
подкреплений  для линейного и нелинейного 
исходных НДС композитной оболочки толщи-
ной h = 0,768; 1,152; 1,728 и 2,304 мм при раз-
личных значениях жесткости подкрепляющего 
набора Jp приведены на рис. 6, а–г. Номера кри-
вых соответствуют вариантам, указанным в 
табл. 2. 

Видно, что оптимальными являются углы 
наклона подкреплений  = 35…50. Влияние 
нелинейности на параметр k  в большинстве 
случаев расчета небольшое (1…5 %) и зависит 
как от угла наклона подкреплений, так и от 
толщины h и жесткости Jp. 

 
Рис. 5. Зависимости параметра k  от жесткости подкрепляющего набора Jp для линейного ( )  

и нелинейного ( ) исходных НДС композитной оболочки толщиной h = 0,768 (а), 1,152 (б),  
1,728 (в) и 2,304 мм (г) при различных значениях угла наклона подкреплений φ 

 
Рис. 4. Зависимости параметра kτ от жесткости 

подкрепляющего набора Jp для линейного ( )  
и нелинейного ( ) исходных НДС металлической 
оболочки толщиной h = 0,768 (1), 1,152 (2), 1,728 (3) 

и 2,304 мм (4) 
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Рис. 6. Зависимости параметра k  от угла наклона подкреплений  для линейного ( )  

и нелинейного ( ) исходных НДС композитной оболочки толщиной h = 0,768 (а), 1,152 (б),  
1,728 (в) и 2,304 мм (г) при различных значениях жесткости подкрепляющего набора 

 

 
Рис. 7. Зависимости параметра kτ от толщины обшивки h для линейного ( ) и нелинейного ( ) 

исходных НДС композитной оболочки при угле наклона подкреплений  = 20, 9 (а) и 30, 9° (б)  
и жесткости подкрепляющего набора Jp  = 417 (1), 1406 (2), 3333 (3), 6510 (4) и 11 250 (5) мм4 
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Рис. 8. Формы потери устойчивости композитной оболочки для первого (а) и пятого (б)  

вариантов подкрепления 
 

Зависимости параметра kτ от толщины об-
шивки h для линейного и нелинейного исходных 
НДС композитной оболочки при различных 
значениях угла наклона подкреплений  и жест-
кости подкрепляющего набора Jp (см. табл. 2) 
приведены на рис. 7, а–б. 

Видно, с увеличением толщины обшивки h 
критические значения параметра kτ существен-
но снижаются, что обусловлено уменьшением 
приведенной толщины подкрепляющего набо-
ра относительно общей приведенной толщины 
оболочки. Нелинейность также приводит к 
снижению критических значений параметра kτ 
для любой толщины обшивки h. Влияние нели-

нейности на параметр kτ в большинстве случаев 
расчета небольшое. 

Формы потери устойчивости композитной 
оболочки толщиной h = 1,152 мм при первом и 
пятом вариантах подкрепления (см. табл. 2) 
приведены на рис. 8, а и б. Оболочка теряет 
устойчивость на боковой поверхности в виде 
косых складок под действием максимальных 
касательных усилий Т3 (рис. 9). С уменьшением 
жесткости подкреплений (первый вариант) 
число волн по окружности оболочки увеличи-
вается. 

Выводы 
1. Критические значения параметра kτ суще-

ственно зависят как от толщины оболочки, так 
и от жесткости подкрепляющего набора и угла 
наклона подкреплений. С увеличением толщи-
ны обшивки значения параметра kτ существен-
но (до 8 раз) снижаются. 

2. Влияние нелинейности на параметр kτ не-
значительное (в пределах 4 %). 

3. Углы наклона подкреплений также влияют 
на параметр kτ. Оптимальной оказалась укладка 
подкреплений с углами наклона 35…50. 

4. Критические значения параметра нагруз-
ки kτ металлических оболочек в основном вы-
ше, чем у композитных. Но с учетом меньшей 
плотности их материала (почти в 2 раза) можно 
предположить, что композитные оболочки в 
весовом отношении будут выгоднее металличе-
ских. 

 
Рис. 9. Распределение касательных усилий Т3,  

кг/мм, по поверхности оболочки 
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