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Рассмотрен плоский кинематически избыточный механизм с кинематическими цепя-
ми PRR. Механизм имеет возможность перемещения выходного звена в плоскости,  
а также дополнительную управляемую подвижность в виде изменения его длины, ко-
торую можно использовать для захвата объектов без необходимости установки до-
полнительных приводов на выходное звено. Проведен скоростной и силовой анализ 
механизма с использованием матрицы Якоби из условия максимизации приводных 
скоростей и усилий при заданных значениях скорости перемещения выходного звена 
и внешней нагрузки соответственно. Предложен способ определения максимально 
достижимой силы на схвате для заданных силовых характеристик привода. 
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The paper considers a planar kinematically redundant mechanism with the PRR kinematic 
chains. The mechanism is capable of displacing the output link in a plane, and has addition-
al controlled mobility in the form of alteration in its length, which could be used to grip ob-
jects without the need for additional drives installed on the output link. The paper provides 
results of the mechanism velocity and force analysis conducted using the Jacobian matrix 
assuming maximization of the velocities and forces for given values of the output link veloc-
ity and external load, respectively. The paper proposes a method for determining the maxi-
mum achievable force on a gripper for the given drive force characteristics. 
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Среди рычажных механизмов, в том числе 
имеющих параллельную кинематическую 
структуру, особое место занимают так называе-
мые плоские механизмы, у которых выходное 
звено (ВЗ) может перемещаться только в одной 
плоскости. Несмотря на то, что плоские меха-
низмы параллельной структуры (МПС) извест-
ны еще с древности [1], и в настоящее время 
значительное количество научных работ по-
священо вопросам синтеза, анализа и проекти-
рования устройств на базе подобных механиз-
мов [2–10]. 

Плоские МПС чаще всего выступают в ка-
честве прецизионных позиционирующих 
устройств (столов). Примером таких устройств 
являются механизмы NAF3 производства ком-
пании Hephaist Seiko. В частности, модель 
NAF3C-40 обладает точностью позициониро-
вания около 2,8 мкм. В качестве альтернативы 
такому роботу исследователями из Высшей 
технологической школы университета Квебека 
во главе с И. Боневым предложен механизм 
PreXYT [11] с несимметричными кинематиче-
скими цепями, что позволило увеличить его 
рабочую зону. 

Помимо известных преимуществ перед 
классическими механизмами последовательной 
структуры МПС имеют ряд недостатков. 
В частности, у МПС, как правило, меньше раз-
меры рабочей зоны, а также они могут попадать 
в так называемые особые положения (ОП), где 
происходит нежелательное мгновенное изме-
нение подвижности [12]. 

Для устранения указанных недостатков 
можно использовать кинематическую или при-
водную избыточность [13]. В первом случае 
МПС получает дополнительную управляемую 
подвижность, которая, как правило, предна-
значена для увеличения рабочей зоны, либо для 
избегания ОП. Приводная же избыточность 
подразумевает применение дополнительных 
приводов без введения новой подвижности, что 
позволяет, например, переходить через точ-
ки ОП. 

Однако лишь относительно небольшое ко-
личество исследований посвящено возможно-
сти использования дополнительной подвижно-
сти при кинематической избыточности для 
технологических действий разного рода. В ка-
честве примера можно привести предложен-
ный группой под руководством К. Госслена 
МПС, где дополнительная подвижность, за-
ключающаяся в возможности относительного 

вращения двух половин ВЗ, позволяла осу-
ществлять захват и перемещение объектов [14]. 

Цель работы — исследование плоского ки-
нематически избыточного МПС с линейными 
приводами. 

Дополнительная подвижность реализована в 
виде контролируемого изменения длины ВЗ, 
благодаря чему его можно использовать в каче-
стве схвата. Это позволяет не применять для 
операций захвата дополнительные приводы 
непосредственно на ВЗ и тем самым не увели-
чивать его массу. 

 
Исследуемый механизм. Так как данная работа 
является логическим продолжением и развити-
ем исследований, описанных в статье [15], це-
лесообразно кратко изложить полученные в 
ней основные результаты, являющиеся основой 
для проводимого анализа. 

Исследуемый кинематически избыточный 
плоский механизм (рис. 1) включает в себя че-
тыре кинематические цепи PRR, где буква «P» 
обозначает призматическую кинематическую 
пару, «R» — вращательную, а подчеркивание 
буквы «P» указывает, что пара является при-
водной. Эти цепи объединены в два плоских 
лямбда-механизма. Каждая кинематическая 
цепь содержит приводную призматическую па-
ру Аij и две пассивные вращательные пары Вij и 
Сi, где i — номер лямбда-механизма, i = 1, 2; j — 
номер цепи PRR в составе механизма, j = 1, 2. 
Оси всех призматических пар совпадают. Также 
в точках Сi соосно общим кинематическим па-
рам цепей PRR расположены крайние кинема-
тические пары схватывающего устройства, реа-
лизованного в виде диады RPR. 

Структура МПС позволяет путем изменения 
координат Aijx  призматических пар (кареток) 
реализовывать движение ВЗ (отрезка C1C2) в 
плоскости Oxy. Положение и ориентацию ВЗ 
описывают координаты точки D , D Dx y  и угол 
поворота φ. Также МПС обеспечивает возмож-

 
Рис. 1. Схема исследуемого механизма 
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ность изменения расстояния между поверхно-
стями схвата s (длины отрезка C1D). 

Ранее были получены следующие уравне- 
ния связи в виде неявных функций 

 ,  , , ,    0:ij D D AijF x y s x   
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где 11 1,B Cl  12 1,B Cl  21 2B Cl  и 22 2B Cl  — длина звена 
механизма B11C1, B12C1, B21C2 и B22C2 соответ-
ственно. 

Из уравнений (1) явным образом выражают-
ся приводные координаты ,Aijx  что является 
решением обратной задачи о положениях: 
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Также ранее был сформулирован итераци-
онный алгоритм, который позволяет, исполь-
зуя решение обратной задачи о положениях, 
оценивать форму и размер рабочей зоны. 

 
Скоростной анализ механизма. После решения 
задачи о положениях и анализа рабочей зоны 
механизма, как правило, выполняют скорост-
ной и силовой анализ, а также анализ ОП. Все 
три указанных исследования можно провести, 
используя винтовое исчисление или матрицу 
Якоби механизма. 

Винтовое исчисление представляется более 
удобным для анализа механизмов со сложными 
уравнениями связи, либо, когда возможно вы-
рождение связей [16]. Применение винтового 
исчисления кинематических избыточных меха-
низмов затруднено ввиду того, что кинематиче-
ские винты описывают шесть степеней свободы 
ВЗ в пространстве, но не так удобны для описа-
ния локальных подвижностей в МПС. По этой 
причине будем использовать метод, основан-

ный на исследовании матрицы Якоби и связан-
ных с ней матриц. 

Дифференцирование уравнений (1) по вре-
мени позволяет связать между собой скорости 
перемещения ВЗ , Dx  ,Dy  ,  s  и приводных 
скоростей пар  : Aix  
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где A и B — матрицы размера 4 × 4, 
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Эти матрицы являются составляющими об-
ратной матрицы Якоби исследуемого механиз-
ма 1,J  которую можно получить делением 
каждой k-й (k = 1, …, 4) строки матрицы А на 
соответствующий элемент главной диагонали 
матрицы В, взятый со знаком «–»: 
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Из выражения (2) следует, что 
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Видно, что для решения обратной задачи о 
скоростях достаточно подставить значения , Dx  

,Dy  ,  s  в выражение (3) и вычислить значе-
ния .Aijx  Соответственно, для решения прямой 
задачи о скоростях требуется найти решение 
системы (3) для заданных значений .Aijx  

Наибольший практический интерес пред-
ставляет решение обратной задачи о скоро-
стях, так как оно позволяет получить значения 
требуемых скоростей двигателей приводов для 
заданных значений скорости перемещения ВЗ. 
При этом значения приводных скоростей бу-
дут зависеть не только от абсолютных значе-
ний скорости перемещения ВЗ, но и от 
направления их вектора. Как правило, извест-
ны только указанные абсолютные значения, в 
то время как направление вектора скорости 
может быть любым. В связи с этим целесооб-
разно проводить анализ из условия максими-
зации приводных скоростей по методу, пред-
ложенному в работе [17]. 

В общем случае выражение (3) имеет вид 
 1 , J x q  (4) 

где x  и q  — векторы-столбцы выходных и 
приводных скоростей. 

Пусть и подвижность исследуемого механиз-
ма, и количество приводов равны n. Из выраже-
ния (4) следует, что значение k-й (k = 1, …, n) 
приводной скорости q̇k равно скалярному про-
изведению вектора x  на вектор 1,k

j  составлен-
ный из элементов k-й строки матрицы 1.J   
Тогда для некоторого известного постоянного 
значения нормы    constx  максимальное зна-
чение max   k kq q   будет соответствовать такому 
направлению вектора ,x  при котором он оказы-
вается коллинеарным вектору 1 :k

j  
 1

max .k kq  j x   

Тогда для механизма в целом можно запи-
сать 
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max max .k kk n k n
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Для исследуемого механизма  x  
T( )    , , , .D Dx y s     Так как этот вектор содержит 

как линейные скорости, так и угловые, примене-
ние к нему евклидовой нормы напрямую не име-
ет физического смысла. В работе [17] показано, 
что при исследовании максимальных привод-
ных скоростей различные компоненты вектора 
скорости перемещения ВЗ можно рассмотреть и 
нормализовать отдельно. 

Тогда, для исследуемого механизма выраже-
ние (5) принимает следующий вид: 
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maxA A k
k n

x x
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где 1
kpj  — элемент k-й строки p-го столбца 

(k = 1,  …, 4, p = 1, …, 4) обратной матрицы 
Якоби 1;J  Dv  и   — абсолютные линейная и 
угловая скорости ВЗ; sv  — скорости раскрытия 
схвата; ) 11(1     ,A Ax x   ) 12(2     ,A Ax x   ) 21(3     ,A Ax x   

(4) 22   A Ax x   — приводные скорости. 
В качестве примера рассмотрим результаты 

итерационного анализа с решением обратной 
задачи о скоростях согласно выражению (6) 
при vD = 1 м/с,  = 1 рад/с, vs = 1 м/с, s = 0,14 м и 
φ = 20 (рис. 2). Принимаем следующие геомет-
рические параметры механизма:  11 1 22 2B C B Cl l  
 0,25 м;  12 1 21 2 0,18 м;B C B Cl l   2    0,22 м;С Dl   
пределы перемещения кареток (изменения ко-
ординат )Aijx  [0; 1,50] м. Перебор точек прово-
дим с шагом 0,005 м по координате Dx  в преде-
лах [0,2; 1,2] м и с шагом 0,0025 м по координате 

Dy  в пределах [–0,25; 0,25] м. 
Видно, что максимальная скорость переме-

щения кареток значительно возрастает при 
приближении к нижней или верхней границе 
рабочей зоны. Рост приводных скоростей, как 
правило, наблюдается при приближении к ОП 
типа ПС [18]. ОП такого типа характеризуются 
потерей как минимум одной степени свободы 
ВЗ и практически всегда находятся на границе 
теоретической рабочей зоны, так как связаны 
достижением какой-либо цепью максимального 
удлинения. 

В исследуемом механизме для принятых 
геометрических размеров положение верхней и 
нижней границ теоретической рабочей зоны 
будет определяться длиной 12 1 21 2    ,B C B Cl l  так 

 
Рис. 2. Распределение максимальной скорости 
перемещения кареток maxAx  по рабочей зоне 

механизма при расстоянии между поверхностями 
схвата s = 0,14 м и угле поворота φ = 20 
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как для достижения указанных границ одно из 
звеньев B12C1 или B21C2 должно будет принять 
вертикальное положение (рис. 3). 

Таким образом, как и у подавляющего 
большинства МПС, на теоретической границе 
рабочей зоны исследуемого механизма нахо-
дятся точки ОП типа ПС, при приближении к 
которым возрастают значения приводных ско-
ростей. Отсутствие точек ОП типа ПС на боко-
вых границах рабочей зоны обусловлено тем, 
что эти границы определяются конструктив-
ными ограничениями на перемещение кареток, 
а не геометрическими размерами звеньев МПС. 

 
Силовой анализ механизма. Как уже отмеча-
лось, матрицу Якоби можно использовать и для 
статического силового анализа механизма. 
В общем случае вектор внешних нагрузок (сил 
и моментов) P, действующих на ВЗ некоторого 
МПС, связан с вектором приводных усилий e 
через транспонированную матрицу Якоби ме-
ханизма T    constPJ  следующим образом [17]: 

 T . J P e  (6) 

Из выражения (6) следует, что усилие ke  в k-
м приводе является скалярным произведением 
вектора P на k-ю вектор-строку T

kj  матрицы T .J  
Тогда для заданной постоянной нормы 

 constP  максимальное приводное усилие 
  max k ke e  будет соответствовать такому на-

правлению вектора P, при котором он оказыва-
ется коллинеарным вектору T .kj  Следовательно, 
максимальное усилие в k-м приводе 
 T

max ,k ke  j P   

а в механизме c n приводами 
    T

maxmax 1... 1...
max max .k kk n k n

e e
 

  j P  (7) 

Как и в случае со скоростями, обратная за-
дача имеет большее практическое значение при 
проектировании реальных механизмов, так как 

ее решение позволяет сформулировать требо-
вания к силовым характеристикам двигателей 
приводов. При этом выражение (7) позволяет 
проводить расчет для наихудшего случая внеш-
него нагружения, максимизирующего привод-
ные усилия. Проблему нормализации векто-
ра P, содержащего разные по физическому 
смыслу величины, можно решить рассмотрени-
ем сил и моментов по отдельности. 

Для исследуемого механизма абсолютную 
максимальную силу, возникающую в приводе 
кареток, можно рассчитать следующим обра-
зом: 
  ( )max 1...

maxA A k
k n

F F


   

     
     

2 2Т Т Т Т
1 2 3 41...

max ,D sk k k kk n
j j F j T j F  (8) 

где Т
kpj  — элемент k-й строки p-го столбца мат-

рицы T ;J  DF  и T  — абсолютные сила и мо-
мент, приложенные к ВЗ; sF  — абсолютное 
усилие на схвате; 11(1)     ,A AF F  12(2)     ,A AF F  

21(3)     ,A AF F  22(4)    A AF F  — силы на соответству-
ющих каретках. 

В качестве примера рассмотрим результаты 
итерационного анализа рабочей зоны с приме-
нением формулы (8) для   1   Н,DF     1   Н·мТ   и 

  1   Н.sF   Как и в случае со скоростями, анализ 
будем проводить для расстояния между по-
верхностями схвата s = 0,14 м и угла поворота 
φ = 20. Ввиду большего, чем при анализе ско-
ростей, перепада значений расчетной величины 
по рабочей зоне, для визуализации будем ис-
пользовать логарифмическую шкалу (рис. 4). 

Анализ показывает, что внутри рабочей зо-
ны наблюдается значительное (до трех поряд-
ков) изменение максимального приводного 
усилия. Наибольшие значения (≈103 Н) наблю-
даются вдоль горизонтальных линий, прохо-
дящих через рабочую зону на уровнях около 

 
Рис. 3. Рабочая зона и конфигурация механизма  
в ОП типа ПС на верхней границе (звено B21C2 

приняло вертикальное положение) 
 

 
Рис. 4. Распределение абсолютной максимальной 

силы на каретках maxAF  по рабочей зоне механизма 
при расстоянии между поверхностями схвата 

s = 0,14 м и угле поворота φ = 20 
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0,0475 и –0,0725 м. Рост указанных значений 
является почти скачкообразным, что, как пра-
вило, происходит вблизи точек, соответствую-
щих ОП вследствие потери управляемости ВЗ 
(далее ОП типа ПУ). Такой тип ОП характери-
зуется возможностью неконтролируемого пе-
ремещения ВЗ в рамках одной из имеющихся у 
него степеней свободы. 

Известно [19], что в ОП типа ПУ определи-
тель матрицы A из выражения (2) становится 
равным нулю. В более ранней работе [15] про-
веден итерационный анализ знака определите-
ля указанной матрицы. Так, при достаточно 
малом шаге перебора, если между двумя сосед-
ними точками знак det(A) различный, то между 
этими точками существует точка с нулевым 
значением определителя матрицы А, т. е. точка 
ОП типа ПУ. 

Рассмотрим результаты итерационного ана-
лиза значений det(A) при расстоянии между по-
верхностями схвата s = 0,14 м и угле поворота 
φ = 20. Дополнительно выполним визуализа-
цию конфигурации механизма при уD = 0,0475 м 
(рис. 5). 

Видно, что границы областей положитель-
ного и отрицательного определителей в точно-
сти совпадают с горизонтальными линиями, 
вблизи которых наблюдается увеличение при-
водных усилий. Отсюда можно сделать вывод, 
что рост приводных усилий, как и предполага-
лось, вызван близостью к ОП типа ПУ. Это 
также подтверждает рассмотрение конфигура-
ции механизма при yD = 0,0475 м. 

В такой конфигурации в левом лямбда-
механизме звенья B11C1 и B12C1 занимают гори-
зонтальное положение. Это приводит к тому, 
что точка С1 будет иметь неуправляемую по-
движность вдоль вертикальной прямой, что по 
определению является ОП типа ПУ. Теоретиче-
ски, перемещение точки C1 должно быть беско-

нечно малым, но на практике будет конечным 
ввиду погрешностей изготовления и наличия 
податливости конструктивных элементов ре-
ального механизма. 

 
Определение максимального усилия на схва-
те. Так как кинематическая избыточность ме-
ханизма предназначена для использования его 
ВЗ в качестве схвата, необходимо выявить за-
висимость между приводными усилиями (дви-
жущими силами на каретках) и усилиями на 
схвате .sF  Обозначим составляющие внешней 
силы, действующей на ВЗ в направлении осей 
Ox и Oy, как xF  и yF  соответственно. 

С учетом того, что для рассматриваемого 
механизма  T  ,  x y sF F T FP  а  e  
 T

11 12 21 22  ,A A A AF F F F  выражение (6) можно 
переписать следующим образом: 

 

   
   
    
   
   
   

11

12 T

21

22

.

A x

A y

A

A s

F F
F F
F T
F F

J  (9) 

Выражение (9) представляет собой систему 
линейных уравнений, следовательно, его мож-
но записать как 

 

вн
11 11 11

вн
12 12 12 T T

вн
21 21 21

вн
22 22 22

0
0

,
0

0

s
A xA A

s
A yA A

s
A A A

s
A sA A

F FF F
F FF F
F TF F
F FF F

        
        
                    
                   

J J (10) 

где верхний индекс «вн» обозначает часть силы 
на соответствующей каретке, возникающую 
ввиду наличия внешней нагрузки, а индекс 
«s» — часть силы на каретке, обеспечивающую 
усилие на схвате. 

Пусть Fs = 1 Н, тогда, используя выраже-
ние (10), получаем 

 T T
4( )

0
0ˆ ,
0
1

s
k kA kF j

 
 
     
 
 
 

j  (11) 

где ( )
ˆ s

A kF  — сила на k-й каретке, необходимая, 
чтобы развить 1 Н силы на схвате, T

kj  — k-я 
вектор-строка матрицы T ;J  T

4kj  — элемент k-й 
строки четвертого столбца матрицы T .J  

Пусть пр kF  — сила, которую может развить 
k-й привод. Тогда из выражений (10) и (11) 
можно найти максимальное усилие на схвате, 

 
Рис. 5. Рабочая зона и конфигурация механизма  

при yD = 0,0475 м, s = 0,14 м и φ = 20  
с положительным ( ) и отрицательным ( ) 

определителями матрицы А 
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которое способен обеспечить k-й привод при 
заданной внешней нагрузке: 

 
вн

пр ( )
max

( )

1 Н.ˆ
k A k

sk s
A k

F F
F

F


   (12) 

Для механизма в целом максимальное уси-
лие сжатия схвата при заданной внешней 
нагрузке и характеристиках привода будет 
представлять собой минимальное из значений, 
определенных по формуле (12): 
  max max1...

mins sk
k n

F F


   

 
вн

пр ( )

1...
( )

min 1 Н .ˆ
k A k

sk n
A k

F F
F

 
  
 
 

 (13) 

В качестве примера рассмотрим результаты 
итерационного анализа с использованием вы-
ражения (13) при тех же условиях, что и ранее 
(φ = 20, s = 0,14 м) для усилия привода 

пр 100 НF   без внешней нагрузки (рис. 6, а) и 
с внешней нагрузкой       1 Н,x yF F   Т = 0,1 Н·м 
(рис. 6, б). 

Видно, что максимальное усилие на схвате 
резко уменьшается вблизи ОП типа ПУ даже 
при отсутствии внешней нагрузки. В случае 

наличия внешней нагрузки рабочая зона имеет 
разрыв в области нижней горизонтальной пря-
мой, соответствующей ОП типа ПУ. В пределах 
этого разрыва значение усилия, вычисляемого 
по формуле (13), становилось бы отрицатель-
ным, т. е. приводы механизма неспособны вы-
держать внешнюю нагрузку даже без приложе-
ния какого-либо усилия на схвате. 

Выводы 
1. Предложена математическая модель плос-

кого кинематически избыточного МПС с инте-
грированным схватом, позволяющая оценивать 
максимальные приводные скорости и усилия  
с учетом близости к ОП. 

2. Разработанная модель и программы для ее 
реализации могут быть полезными при проек-
тировании реальных устройств на базе исследу-
емого механизма. Также математическая мо-
дель позволяет не только проводить скорост-
ной и силовой анализ совместно с анализом 
ОП, но и вычислять максимальное усилие на 
схвате по известным характеристикам двигате-
лей приводов. 
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