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В расчетах трехслойных конструкций реальные заполнители сложной структуры (со-
товые, гофрированные, складчатые и др.) заменяют условным однородным слоем 
с приведенными характеристиками упругости, важнейшими из которых являются 
жесткости при сдвигах. Получить значения этих жесткостей путем испытания запол-
нителя непосредственно в условиях относительного сдвига несущих слоев технически 
весьма сложно. Поэтому возникает задача идентификации сдвиговых жесткостей за-
полнителя по результатам косвенных измерений, например, собственных частот или 
перемещений при поперечном изгибе конструкции. Процедура идентификации 
включает в себя анализ влияния искомых параметров на измеряемые в испытаниях 
величины. Исследовано влияние сдвиговой жесткости изотропного заполнителя на 
прогибы и частоты собственных колебаний трехслойной прямоугольной пластины. 
Для расчетов использована теория Э.И. Григолюка — П.П. Чулкова, построенная на 
основе гипотезы ломаной нормали. Полная система дифференциальных уравнений 
задачи, имеющая восьмой порядок, представлена в виде трех уравнений относительно 
прогиба и углов сдвига в заполнителе. Для случая шарнирного закрепления пластины 
по контуру получены аналитические выражения для прогибов и частот собственных 
колебаний, явно определяющие их зависимость от сдвиговой жесткости заполнителя. 
Полученные формулы позволяют установить значение жесткости заполнителя по из-
вестным данным соответствующих испытаний. 
EDN: OQBLDA, https://elibrary/oqblda 
Ключевые слова: трехслойная пластина, сдвиговая жесткость заполнителя, иденти-
фикация, поперечный изгиб, частоты собственных колебаний 

In calculations of sandwich structures real core of complex structure, in particular, honey-
comb, corrugated, folded, etc., are replaced by a conventional homogeneous layer with re-
duced elasticity characteristics, the most important of which are shear rigidity. It is technically 
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very difficult to obtain the values of these rigidities by testing the core directly under condi-
tions of relative shear of the bearing layers. Therefore, the problem of identifying the shear ri-
gidities of the core based on the results of indirect measurements, for example, natural fre-
quencies or displacements during transverse bending of the structure, arises. The identifica-
tion procedure includes an analysis of the influence of the sought parameters on the values 
measured in the tests. The article investigates the effect of the shear rigidity of an isotropic 
core on the deflections and natural frequencies of a three-layer rectangular plate. For calcula-
tions, the theory of E.I. Grigolyuk — P.P. Chulkov, constructed on the basis of the hypothesis 
of a broken normal, is used. The complete system of differential equations of the problem, 
having the eighth order, is presented in the form of three equations for the deflection and 
shear angles in the core. For the case of hinged fixing of the plate along the contour, analytical 
expressions for deflections and natural frequencies are obtained, clearly determining their de-
pendence on the shear rigidity of the core. The obtained formulas allow us to establish the val-
ue of the core rigidity based on the known data of the corresponding tests. 
EDN: OQBLDA, https://elibrary/oqblda 
Keywords: sandwich plate, shear rigidity of the core, identification, transverse bending, 
natural vibration frequencies 

При расчете трехслойной конструкции с запол-
нителем сложной структуры, например в виде 
сот, возникает проблема задания приведенных 
упругих характеристик условного слоя, заме-
няющего реальный заполнитель. Теоретическое 
определение жесткостей сотового заполнителя 
является сложной задачей, первые приближен-
ные решения которой получены в работах 
представителей новосибирской научной школы 
А.Я. Александрова и Л.М. Куршина. Результаты 
этих исследований обобщены в виде справоч-
ных материалов в книгах [1–3]. 

В настоящее время для уточненного опреде-
ления жесткостей заполнителя часто используют 
процедуру их идентификации по результатам 
испытаний образцов трехслойных конструкций 
при статическом изгибе или поперечных коле-
баниях [4–8]. Суть метода состоит в минимиза-
ции разности экспериментальных и теоретиче-
ских значений частот собственных колебаний 
(далее собственные частоты) или прогибов пу-
тем варьирования искомых параметров модели. 
Для расчета можно применять различные мате-
матические модели. 

В статье [4] идентификация параметров 
упругости сотового заполнителя проведена по 
значениям собственных частот и ускорений 
при ударе с применением модели балки 
С.П. Тимошенко. Расчеты при ударной нагруз-
ке выполнены методом главных координат. 

В работе [5] использована конечно-элемент-
ная модель балки С.П. Тимошенко, упругие ха-
рактеристики которой итерационно обновля-
ются так, чтобы вычисленные частоты соответ-
ствовали измеренным. 

В статье [6] рассмотрена идентификация 
жесткостей трехслойной пластины, рассчитыва-
емой по модели Р. Миндлина, т. е. с осреднением 
сдвигов по толщине. Теоретический анализ вы-
полнен методом Рэлея — Ритца с использовани-
ем в качестве координатных функций ортого-
нальных полиномов. 

Модель Р. Миндлина часто применяют в рас-
четах многослойных пластин методом конечных 
элементов (МКЭ). Так, для этой модели, реали-
зуемой МКЭ, предложено определять полный 
набор приведенных характеристик упругости 
сэндвич-панелей с заполнителями разной струк-
туры [7]. Более точная модель деформирования 
трехслойной пластины рассмотрена в работе [8] 
с реализацией МКЭ. В публикациях [9–11] ре-
шена родственная задача идентификации харак-
теристик упругости слоистых композитов. 

Одним из важных этапов идентификации 
является анализ чувствительности математиче-
ской модели к изменениям определяемых па-
раметров, позволяющий провести ее настройку 
на воспроизведение результатов испытаний. 

Цель работы — оценить численно влияние 
жесткости при сдвиге (далее сдвиговая жест-
кость) заполнителя на прогибы и собственные 
частоты трехслойной пластины на примерах 
возможных испытаний для последующего ис-
пользования при идентификации жесткости. 

Для модели трехслойного стержня такая 
оценка получена в работе [12]. 

 
Теория изгиба трехслойных пластин. Для рас-
чета трехслойных конструкций разработаны 
прикладные теории [13–16], основанные на 
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различных кинематических и статических ги-
потезах и моделях деформирования. Теория, 
построенная в работе [13], базируется на ис-
пользовании гипотезы ломаной линии, соглас-
но которой нормаль в жестких слоях при де-
формации остается прямой и нормальной к 
искривленной срединной поверхности, а в за-
полнителе, оставаясь прямой, составляет с гео-
метрической нормалью угол сдвига. 

Также предложены математическая модель 
многослойных конструкций с осреднением 
сдвигов по высоте сечения [14] и модель расче-
та с учетом трансверсальной податливости слоя 
заполнителя [15]. 

Для достижения поставленной цели выбрана 
теория ломаной нормали Э.И. Григолюка — 
П.П. Чулкова [13]. Приняты следующие обо-
значения: ,kh  kE  и k  — толщина, модуль 
Юнга и коэффициент Пуассона материала k-го 
внешнего несущего слоя, k = 1, 2; 3h  — толщина 
третьего слоя — заполнителя 3( / 2);c h  3 ,E  3  
и 3G  — модуль Юнга, коэффициент Пуассона 
и модуль сдвига заполнителя; 1 ,x  2x  — декар-
товы координаты в срединной плоскости за-
полнителя; z  — координата, отсчитываемая по 
нормали к срединной плоскости; iu  — переме-
щения точек срединной плоскости заполнителя 
в направлении ix ; w  — прогиб пластины; i  — 
угол сдвига в заполнителе в плоскости ix z . 

Дифференцирование по координате ix  будем 
обозначать запятой с последующим указанием 
индекса координаты, например, / , .i iw x w    
Прочие обозначения пояснены в тексте. 

В соответствии с гипотезой ломаной норма-
ли, проиллюстрированной на рис. 1, тангенци-
альные перемещения слоев z

iu  изменяются по 
толщине пластины по следующему закону [13]: 
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Из соотношений (1) следует закон распреде-
ления деформаций в слоях 
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где верхний индекс у деформаций (в дальней-
шем у силовых факторов) указывает номер 
слоя; 

  , ,
1 ;
2ij i j j iu u       , ,

1 .
2ij i j j i      

Деформации поперечного сдвига в заполни-
теле являются неизменными по толщине: 

 3
3

1 .
2 iie    

В уравнениях равновесия трехслойных кон-
струкций [13], кроме интенсивностей сил ijN  и 
моментов ijM , появляются новые силовые фак-
торы ,ijH  энергетически соответствующие па-
раметрам деформации ,ij  т. е. производным 
углов сдвига в заполнителе. Эти факторы, 
названные в работах Э.И. Григолюка и П.П. Чул-
кова моментами сдвига, определяются как 

 1 2 3 .ij ij ij ijH cN cN M    

Пяти независимым перемещениям , ,i iu w  
нормального элемента пластины соответствуют 
пять уравнений равновесия 
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где q  — давление на пластину. 
Рассматривая пластины симметричного 

строения (с одинаковыми несущими слоями), 
полагаем, что при малых прогибах в них не 
возникают мембранные силы, т. е. 0ijN  . 

Введем упруго-геометрические характери-
стики слоев пластины: 

• жесткости при растяжении 
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• жесткости при изгибе 
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Рис. 1. Схема распределения перемещений  

по толщине пластины при изгибе 
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• смешанные жесткости 

 , 1, 2.
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Соотношения упругости для моментов за-
пишем в матричном виде. Для пластины с оди-
наковыми изотропными несущими слоями и 
изотропным заполнителем имеем 
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где знаком «» обозначены элементы, симмет-
ричные относительно главной диагонали; 
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Поперечные силы в заполнителе выражают-

ся через углы сдвига следующим образом: 
 3

сдв 11 ;Q C      3
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где сдвC  — искомая в задаче идентификации 
сдвиговая жесткость заполнителя, сдв 3 3C G h . 

После подстановки соотношений (2) и (3) в 
уравнения равновесия моментов получаем раз-
решающую систему трех уравнений относи-
тельно прогиба и углов сдвига 
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где 2  — оператор Лапласа. 
Для оценки влияния сдвиговой жесткости 

заполнителя сдвС  на изгиб пластины рассмот-
рим задачу, допускающую простое аналитиче-

ское решение. Рассмотрим опертую по контуру 
прямоугольную пластину (рис. 2) с жесткими 
диафрагмами, запрещающими сдвиги вдоль 
контура. В этом случае граничные условия 
имеют следующий вид: 

• на сторонах 1 0x   и 1x a  
 0,w   11 0,M   11 0,H   2 0;   

• на сторонах 2 0x   и 2x b  

 0,w   22 0,M   22 0,H   1 0.   

При сформулированных условиях решение 
можно представить в двойных тригонометри-
ческих рядах 
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Здесь ,mnA  ,mnB  mnC  — коэффициенты, 
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где mnW  — коэффициенты разложения функ-
ции прогибов пластины в двойной тригоно-
метрический ряд согласно классической теории 
Кирхгоффа, 
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Рис. 2. Схема прямоугольной пластины,  

шарнирно закрепленной по всему контуру 
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mn  — параметры влияния жесткости заполни-
теля, 
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mnq  — коэффициенты преобразования Фурье 
функции давления, 
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Таким образом, при любом давлении 
1 2( , )q x x  прогибы трехслойной пластины опре-

деляются суммой прогибов, связанных с ис-
кривлениями срединной поверхности, 

 изг 1 2
1 1

sin sinmn
m n

w W m n
 

 
     

и прогибов от сдвигов в заполнителе 

 
 

 
  


 

2
14

сдв 1 2
1 111

sin sin .mn

m n mn

Wgw m n
g D

  (6) 

Вклад второго слагаемого оценим ниже на 
числовых примерах. Здесь лишь отметим, что 
безразмерный параметр   2

1114g g D  близок к 
единице для пластин с низкомодульным запол-
нителем и тонкими обшивками. Действительно, 
при 2

3 12D B c  значение параметра   зависит 
только от отношения толщин несущих слоев и 
заполнителя: 

  
   

22 1 31
2 211 1 1 3 1 33

1
.

1

h hK
B D h h h h


  

 
 

Рассматривая пластины с тонкими обшив-
ками 1 3( /h h  — малая величина), полагаем 1   
и сдв 11/( ),mn mnC g    что приводит к измене-
нию формулы (6) и упрощению выражения для 
прогибов 

  11
1 22

1 1 сдв
1 sin sin .mnmn

m n mn

gqw m n
D C

 

 

       
    (7) 

Переходя к расчету собственных колебаний 
пластин, заменяем давление q  в системе (4) ин-
тенсивностью сил инерции 

 
2

2
,wq h

t
 


 

где   и h  — осредненная плотность и полная 
толщина пластины; t  — время. 

Из системы (4) для форм колебаний в виде 
произведения синусов с числами полуволн m и 
n получаем собственные частоты 

  1 ,mn mn mn
Dp
h

  


  (8) 

где mn  — поправки, отражающие влияние де-
формаций сдвига в заполнителе, 

 
2
14

сдв
11

.mn

mn

g
CD g

 
 

  

 

Полагая 2
1114 1g g D   , имеем 

 
сдв

11

1 .
1

mn

mn

C
g

 
 
  

 

 
Результаты расчетов прогибов и собственных 
частот трехслойных пластин. Пример 1. Пла-
стина, нагруженная равномерным давлением q. 
При такой нагрузке функция прогибов (7) при-
нимает вид 

 
4

6

16qb
w

D
 


 

 
2 1 211

2
1,3,5... 1,3,5... сдв

sin sin1 ,
m n mn mn

m ng
C b mn

 

 

      
     (9) 

где  

 
2

2 2
mn

b m n
a

    
 

 . 

Полученное решение (9) содержит два без-
размерных параметра: отношение жесткостей 
заполнителя и обшивок 2

1 сдв 11П /C b g  и отно-
шение длин сторон пластины / .a b  О влиянии 
жесткости заполнителя на изгиб пластины 
можно судить по значениям максимального 
прогиба maxw  в центре пластины. 

На рис. 3 показаны графики зависимости 
масштабированных прогибов пластины 

max 0w w  (где 4 6
0 16 ),w qb D   изг 0w w  и 

сдв 0w w  от параметра сдвиговой жесткости за-
полнителя 1П .  

Чтобы ориентироваться в широком диапа-
зоне возможных значений параметра 1П ,  рас-
смотрим пример из справочника [1], где приве-
ден расчет трехслойной панели симметричного 
строения с внешними слоями из дюралюминия 
со следующими характеристиками: 1 2E E   

50,69 10 МПа;   1 2 0,33;     1 2 1,2 мм.h h   
Сотовый заполнитель с ячейками в форме пра-
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вильных шестиугольников изготовлен из дюра-
люминиевой фольги толщиной 0,1 мм. Размер 
ячейки сот 5,48 мм; высота сот (толщина запол-
нителя) 3 15 мм.h   Приведенный модуль сдви-
га заполнителя, определенный в работе [1], 

3 434 МПа.G   
С учетом указанных параметров сдвиговая 

жесткость заполнителя сдв 3 3 Н/мм;6510С G h   
жесткость внешних слоев панели 2

11 12g B c   
5104,5 10 Н мм.    Тогда для рассмотренной в 

работе [1] квадратной панели со стороной 
300 ммb   параметр сдвиговой жесткости за-

полнителя 1 56.П   Из графиков (рис. 3) нахо-
дим max 0 0,323,w w   причем изг 0 0,244w w   и 

сдв 0 0,079.w w   Таким образом, вклад сдвигов в 
заполнителе в максимальный прогиб панели до-
стигает почти 25 %. 

Пример 2. Пластина, нагруженная давлени-
ем q локально по прямоугольному участку раз-

мером e d  в окрестности центра. Коэффици-
енты разложения такой нагрузки в двойной 
тригонометрический ряд имеют вид 

 
  1

2
2

16
1 sin sin

2 2
      при нечетных числах , ;
0   в остальных случаях.

m n

mn

q m e n d
mn a b

q
m n

    



 

Прогибы пластины определяются как 

 
 

14 22 11

6 2
1,3,5... 1,3,5...

1 2

16 1 1

sin sin sin sin .
2 2

m n

m n сдвmnmn

qb g
w

D C bmn
m e n d m n

a b


 

 

        
     



 
 

Как и в первом примере, оценим влияние 
сдвиговой жесткости заполнителя на макси-
мальный прогиб пластины. Теперь масштабиро-

 
Рис. 3. Зависимости масштабированных прогибов пластины max 0w w  (1), изг 0w w  (2) и сдв 0w w  (3)  

от параметра сдвиговой жесткости заполнителя 1П   
при отношении длин ее сторон a/b = 1,0 (а), 1,5 (б) и 2,0 (в) 

 
Рис. 4. Зависимости масштабированных прогибов квадратной пластины 

 max 0w w  (1), изг 0w w  (2) и сдв 0w w  (3) от параметра сдвиговой жесткости заполнителя 1П   
при различных относительных размерах площадки нагружения: 

а — / / 0,5;e a d b   б — / / 0,2e a d b   
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ванный прогиб зависит не только от параметра 
сдвиговой жесткости заполнителя 1П  и отно-
шения длин сторон a b , но и от относительных 
размеров площадки нагружения /e a  и / .d b  

Графики зависимости масштабированных 
прогибов квадратной пластины max 0w w  от 
сдвиговой жесткости заполнителя при задан-
ных размерах площадки нагружения приведены 
на рис. 4. Из графиков следует, что для пласти-
ны, рассмотренной в первом примере, вклад 
сдвигов в заполнителе в максимальный прогиб 
панели сдв maxw w  составляет 28 % при площад-
ке нагружения 0,5e d a   и 35 % при площад-
ке нагружения 0,2 .e d a   Очевидно, что зна-
чимость сдвигов возрастает для концентриро-
ванной нагрузки. 

Пример 3. Частоты собственных колебаний 
трехслойной пластины (8) определяются выра-
жением 
 0 ,mn mn mnp k p  

где mnk  — поправочные коэффициенты, 

 
2

1
1 1 ;

П
mn

mnk     

0
mnp  — собственные частоты пластины, рассчи-

танные по теории Кирхгофа, 

 
2 2

0 2
2 2

.mn
m n Dp
a b h

      
 

О значениях поправочных коэффициентов, 
зависящих от параметра сдвиговой жесткости 
заполнителя, можно судить по графикам, при-
веденным на рис. 5. Видно, что влияние сдвигов 

в заполнителе на собственные частоты возрас-
тает с ростом числа волн в изогнутой поверхно-
сти пластины. 

Заметим, что многие заполнители, в частно-
сти сотовые, являются конструктивно орто-
тропными, т. е. имеют различные сдвиговые 
жесткости сдв1C  и сдв2C  в соответствующих ко-
ординатных плоскостях 1x z  и 2x z . Это обстоя-
тельство нетрудно учесть, заменив жесткости в 
соотношениях упругости (3) для поперечных 
сил и 3

сдв2 22 .Q C   
Так как вклад заполнителя в изгибно-

крутильные жесткости, как правило, мал, трех-
слойный пакет можно считать по-прежнему 
изотропным в отношении изгибов. При такой 
формулировке решение задачи об изгибе пла-
стины усложняется незначительно. Коэффици-
енты ряда для прогиба (5) принимают вид  

 
2
141mn mn

gC W
D


  


 

2 2
2

сдв1 сдв2 33

2
33 14 2

сдв1 сдв2 1 сдв1 2 сдв2 11

1
2 ,

2

mn

mn

n mC C g
b a

g gC C rC r C g
D

          
    

       
  

 (10) 

где 

 

2 22
14

1 11 33

2 22
14

2 11 33

1 ;
2
1 .
2

gn mr g g
b D a

gm nr g g
a D b

               
               

 

 
Рис. 5. Зависимости поправочных коэффициентов 11k  (1), 21k  (2), 12k  (3), 22k  (4) и 31k  (5)  

от параметра сдвиговой жесткости заполнителя 1П   
при отношении сторон a/b = 1,0 (а) и a/b = 2,0 (б) 
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Используя формулы (5) и (10), можно про-
анализировать влияние каждой из сдвиговых 
жесткостей сдв1C  и сдв2C  на прогибы пластины. 

Выводы 
1. Представлено решение задач изгиба и соб-

ственных колебаний прямоугольных трехслой-
ных пластин по теории Э.И. Григолюка — 
П.П. Чулкова для идентификации сдвиговой 

жесткости заполнителя сложной структуры по 
результатам возможных испытаний пластин. 

2. Для случая шарнирного закрепления пла-
стины по контуру получены аналитические вы-
ражения для прогибов и собственных частот, 
явно определяющие их зависимость от сдвиго-
вой жесткости заполнителя. 

3. Исследовано влияние сдвиговой жестко-
сти заполнителя на прогибы и собственные ча-
стоты трехслойной пластины. 
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