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Предложен алгоритм решения обратной задачи о положениях для сферического ме-
ханизма параллельной структуры, отличительной особенностью которого является 
использование линейных приводов. На подробном примере одной из трех кинемати-
ческих цепей механизма выведено уравнение связи и приведено его аналитическое 
решение. Для двух других кинематических цепей уравнения связи и их решения по-
лучены по аналогии с первой цепью. Решение обратной задачи о положениях являет-
ся первым и важнейшим этапом, необходимым для последующего анализа кинемати-
ки, динамики и рабочей зоны механизма параллельной структуры. 
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The article discusses an algorithm for solving the inverse kinematics for a spherical parallel 
mechanism, whose distinctive feature is the use of linear drives. Using a detailed example of 
one of the three kinematic chains of the mechanism, the constraint equation is derived and 
its analytical solution is presented. For the other two kinematic chains, the constraint equa-
tions and their solutions are obtained by analogy with the first chain. Solving the inverse 
kinematics is the first and most important stage necessary for the subsequent analysis of the 
kinematics, dynamics, and workspace of the mechanism. 
EDN: NDHGTA, https://elibrary/ndhgta 
Keywords: parallel mechanism, kinematics of the mechanism, spherical mechanism, linear 
drives, inverse kinematics 

——————— 
* Работа выполнена за счет средств Государственного задания, код (шифр) научной темы, присвоенной 

учредителем (организацией) FFGU-2024-0016. 



#12(789) 2025 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 13 

Механизмы параллельной структуры (МПС), в 
которых выходное звено (ВЗ) и основание со-
единены несколькими кинематическими цепя-
ми (КЦ), все чаще находят применение в раз-
личных отраслях техники ввиду таких преиму-
ществ над классическими устройствами 
последовательной структуры, как более высо-
кая жесткость, точность позиционирования и 
возможность развивать высокую скорость 
движения благодаря меньшей массе подвиж-
ных частей [1–3]. 

Примерами успешного внедрения МПС 
служат платформы Гофа — Стюарта [4] и Delta 
[5], применяемые в авиасимуляторах, платфор-
мах стабилизации, упаковочных системах, 
станках, 3D-принтерах и т. п. Также такие схе-
мы вдохновили различных исследователей на 
создание многочисленных механизмов, расши-
ряющих функциональные возможности исход-
ных прототипов [6, 7]. 

Среди различных манипуляторов можно 
выделить так называемые сферические МПС, 
ВЗ которых имеет возможность вращения во-
круг некоторой точки в пространстве, называе-
мой центром вращения. Эти механизмы при-
меняются в устройствах ориентации антенн, 
телескопов и оптических приборов, а также в 
медицинском оборудовании, включая устрой-
ства для реабилитации [8–13]. 

Для такой области применения одной из 
важнейших характеристик является точность 
позиционирования. При определенных услови-
ях, например при значительных колебаниях 
температуры внешней среды, использование 
вращательных приводов может быть сопряже-
но с определенными недостатками. Так, зазоры 
в механических передачах привода поворота 
механизма ориентации с последовательной 
структурой будут изменяться в зависимости от 
температуры, что может привести к их закли-
ниванию или увеличению погрешности пози-
ционирования. 

Рассмотрим сферический МПС с линейны-
ми приводами, температурные изменения в ко-
торых при определенных условиях можно ком-
пенсировать простыми методами. 

Одна из главных задач при анализе меха-
низмов последовательной и параллельной 
структуры — задача о положениях, решение 
которой является необходимым этапом для по-
следующего анализа кинематики, динамики и 
рабочей зоны. При этом для МПС, в том числе 
рассматриваемого сферического механизма, 

наибольшее значение имеет именно обратная 
задача о положениях (ОЗП) [14]. 

Цель работы — решение ОЗП для сфериче-
ского МПС. 

 
Структура сферического МПС. Рассмотрим 
структуру исследуемого МПС (рис. 1). 

Рассматриваемый механизм включает в себя 
неподвижное основание, ВЗ, способное совер-
шать только сферическое движение вокруг не-
подвижного центра вращения (точки О), и три 
КЦ, соединяющие основание с ВЗ. Каждая i-я 
цепь (i = 1, 2, 3) соединена с ВЗ посредством 
вращательной кинематической пары (шарни-
ра) Аi. Оси указанных пар всех трех КЦ прохо-
дят через центр вращения О и являются взаим-
но ортогональными. 

В каждой КЦ пара Аi связана промежуточ-
ным звеном с вращательной парой Вi, а па-
ра Вi — с вращательной парой Сi. При любой 
ориентации ВЗ оси пар Аi, Вi и Bi, Ci всегда пе-
ресекаются под прямым углом. Пара Сi являет-
ся частью плоской диады, в состав которой по-
мимо нее входят соединенная с основанием 
вращательная пара Di и приводная призматиче-
ская пара Pi. Плоскости, где расположены диа-
ды КП, взаимно ортогональные. 

Такая конфигурация обеспечивает симмет-
рию формы рабочей зоны сферического МПС 
при условии, что все геометрические размеры в 
КЦ одинаковые. 

В дальнейших расчетах будем считать, что 
центр вращения О является началом непо-
движной декартовой системы координат Oxyz. 

 
Рис. 1. Схема исследуемого МПС 
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Направление ее осей выбираем так, чтобы 
плоскости, в которых расположены диады КЦ 
(точки Ci, Di и, соответственно, отрезок CiDi) 
лежали в плоскостях, образованных осями си-
стемы Oxyz. Кинематической цепи, в которой 
плоскость диады совпадает с плоскостью Oxy, 
присваиваем индекс «1», КЦ, где плоскость 
диады совпадает с плоскостью Oyz, — ин-
декс «2», а КЦ, диада которой лежит в плоско-
сти Ozx, — индекс «3». 

 
Решение обратной задачи о положениях. 
Главным этапом решения ОЗП является полу-
чение уравнений связи, позволяющих устано-
вить зависимость между координатами ВЗ и 
перемещениями приводов. Для МПС в общем 
случае такие уравнения могут быть записаны 
только в неявной форме, но можно установить 
аналитическую зависимость приводных коор-
динат от координат ВЗ, тем самым решив ОЗП. 

В рассматриваемом МПС координатами ВЗ 
являются углы поворота (углы Эйлера) φx, φy и 
φz, определяющие его ориентацию в простран-
стве, а приводными координатами — переме-
щения в призматических парах КЦ, которые 
удобно выражать в виде расстояния hi между 
точками Ci и Di в соответствующей КЦ. 

Пусть Ox'y'z' — подвижная система коорди-
нат, связанная с ВЗ (рис. 2). 

В указанной системе координаты точки Аi 
,Aix  ,Aiy  Aiz  являются постоянными и опреде-

ляются только геометрическими характеристи-
ками ВЗ. Пусть последовательность поворотов 
ВЗ x → y → z (вращение осуществляется вокруг 
неподвижных осей). Тогда для любой ориента-
ции ВЗ координаты точки Аi в системе Oxyz 
будут следующими: 
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Так как в каждой КЦ шарниры Ai и Bi соеди-
нены жестким промежуточным звеном, рассто-
яние между ними AiBil  будет постоянным: 
        2 2 2 2 ,Bi Ai Bi Ai Bi Ai AiBix x y y z z l        (2) 

где ,Bix  ,Biy  Biz  — координаты точки Bi в си-
стеме координат Оxyz. 

В контексте решения ОЗП звено AiBi может 
только вращаться вокруг оси шарнира Ai, а зна-
чит, все возможные положения шарнира Bi 
ограничены окружностью, задающей основание 
конуса с высотой ОAi и образующей OBi. Таким 
образом, длина отрезка OBi OBil  остается посто-
янной при любой ориентации ВЗ. Точка О яв-
ляется началом системы Oxyz, а следовательно, 
ее координаты равны нулю: 

 2 2 2 2 .Bi Bi Bi OBix y z l     (3) 

Раскрывая скобки и преобразуя выраже-
ние (2), получаем 
 Ai Bi Ai Bi Ai Bix x y y z z     
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После подстановки выражения (3) в форму-
лу (4) имеем 
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l l lx x y y z z       (5) 

где OAil  — расстояние между центром враще-
ния О и точкой Аi, являющееся постоянной ве-
личиной в каждой КЦ. 

Так как все параметры в правой части урав-
нения (5) постоянные, для краткости введем 
обозначение 
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Рассмотрим первую КЦ. Движение шарни-
ра B1 относительно оси шарнира С1 ограничено 
только возможностью вращения. Это значит, 
что точка B1 всегда будет находиться в плоско-
сти диады первой КЦ, т. е. в плоскости Oxy, 
а следовательно, вне зависимости от ориента-

 
Рис. 2. Схема подвижной и неподвижной  

систем координат 
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ции ВЗ, 1    0.Bz   Тогда для первой КЦ выраже-
ние (5) приобретает вид 

 1 1 1 1 1.A B A Bx x y y l    (6) 

Левая часть уравнения (6) представляет со-
бой скалярное произведение двух двумерных 
векторов: ρOA1 = [xA1 yA1]T и ρOB1 = [xB1 yB1]T. 
Длина вектора ρOA1 равна величине проекции 
отрезка ОA1 на плоскость Oxy, а длина вектора 
ρOB1 — lOB1, так как точка B1 всегда находится в 
плоскости ввиду принятых геометрических ха-
рактеристик рассматриваемого МПС. 

С учетом этого выражение (6) можно пред-
ставить как 

 2 2
1 1 11 1 cos ,OB A Al x y l     (7) 

где 1  — угол между векторами ρOA1 и ρOB1 
(рис. 3). 

Вектор ρOB1 можно получить поворотом во-
круг оси z на угол 1  некоторого вектора дли-
ной 1,OBl  направление которого совпадает с 
направлением вектора ρOA1. Отсюда следует, что 
координаты 1Bx  и 1By  связаны с координатами 

1Ax  и 1Ay  следующим образом: 

 1 1 1 11
2 21 1 1 11 1

cos sin
.

sin cos
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x xl
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       
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 (8) 

Из формулы (7) выражаем угол между век-
торами ρOA1 и ρOB1 

 1
1 2 2

1 1 1
arccos .

OB A A

l
l x y

 
     

  (9) 

Важно отметить, что выражения (8) и (9) 
становятся неопределенными, если координаты 

1Ax  и 1Ay  одновременно равны нулю, так как в 
этом случае имеет место деление на ноль. Ра-
венство нулю указанных координат означает, 

что шарнир А1 должен лежать на оси z, а зна-
чит, его ось совпадает с осью z, т. е. становится 
параллельной осям вращательных пар С1 и D1, 
входящих в плоскую диаду КЦ. В результате ВЗ 
теряет возможность вращения вокруг оси, пер-
пендикулярной осям шарниров А1 и В1, что со-
ответствует попаданию МПС в особое положе-
ние первого типа по классификации 
К. Госслена и Х. Анджелеса [15]. 

С одной стороны, в любой КЦ перемещение 
точки Вi относительно точки Аi ограничено 
только возможностью вращения вокруг оси 
последней, т. е. для некоторого заданного по-
ложения пары Ai в пространстве все возмож-
ные положения пары Вi будут ограничены 
окружностью, которая расположена в плоско-
сти, перпендикулярной оси пары Ai. С другой 
стороны, в соответствии с выбранной структу-
рой КЦ пара Вi всегда находится в плоскости 
диады. 

В общем случае указанные плоскость и 
окружность имеют две точки пересечения, в 
которых и должна располагаться пара Вi. 
Например, для рассмотренного примера пер-
вой КЦ эти точки определяются по двум воз-
можным значениям угла 1  согласно выраже-
нию (9). В случае же, когда в какой-либо КЦ ось 
пары Аi перпендикулярна плоскости диады, 
окружность, соответствующая возможным по-
ложениям пары Вi, будет расположена в ука-
занной плоскости, а значит, ОЗП для этой КЦ 
будет иметь бесконечное число решений. 

Так как пары B1 и С1 расположены на проти-
воположных концах общего промежуточного 
звена, расстояние 1 1B Cl  между соответствующи-
ми точками будет постоянным независимо от 
ориентации ВЗ. И эти пары, и промежуточное 
звено будут всегда находиться в плоскости Oxy, 
а значит, координаты точки С1 1Сx  и 1Сy  мож-
но получить поворотом на угол 1  (рис. 3) не-
которого вектора длиной 1 1B Cl  с началом в точ-
ке B1, направление которого совпадает с 
направлением вектора ρOB1: 

 1 1 1 1 11 1

1 1 1 1 11

cos sin
.

sin cos
С B BB C

С B BOB

x x xl
y y yl

         
                

  (10) 

Угол 1,  задаваемый геометрическими ха-
рактеристиками МПС, является постоянной 
величиной. 

Зная координаты точек C1 и D1 (для рас-
сматриваемого МПС 1    0,Cz   1    0),Dz   можно  
записать следующее уравнение: 

 
Рис. 3. Схема первой КЦ  
(вид на плоскость Oxy) 
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    2 2 2
1 1 1 1 1 0,D C D Cx x y y h       (11) 

где 1Dx  и 1Dy  — координаты точки D1; 1h  — 
приводная координата первой КЦ. 

Координаты точки С1 можно вычислить с 
помощью выражения (10), если известны коор-
динаты точки B1, определяемые выражени-
ем (8). Чтобы использовать выражение (8), 
необходимо по формуле (1) найти координаты 
точки A1 для некоторой ориентации ВЗ, задава-
емой углами поворота φx, φy и φz. После после-
довательной подстановки соотношения (1) в 
выражение (8), а затем (8) в (11), получим фор-
мулу, которая содержит как выходные коорди-
наты, так и приводную координату первой КЦ 

1h , т. е. она будет являться уравнением связи 
для первой КЦ. 

Для решения ОЗП для первой КЦ достаточ-
но выразить координату 1h  из уравнения (11): 

    2 2
1 1 1 1 1 .D C D Ch x x y y      (12) 

Следует отметить, что применение в форму-
ле (12) знака «±» перед корнем не требуется, так 
как физически расстояние между точками C1 и 
D1 может выражаться только положительным 
числом, а значит, уравнение (11) будет иметь 
только одно решение относительно координа-
ты 1.h  

При решении ОЗП для второй и третьей КЦ 
можно следовать той же логике, что и для пер-
вой КЦ. Для второй КЦ все приведенные ранее 
рассуждения и выкладки будут справедливыми, 
если циклично сдвинуть координаты всех точек 
на одну вправо, т. е. на место координаты x по-
ставить координату y, на место y — коорди-
нату z, а на место z — координату x. 

Так как 2    0,Bx   координаты точки B2 будут 
следующими: 

  2 2 2 22
2 22 2 2 22 2

cos sin
,

sin cos
B AOB

B AA A

y yl
z zy z

       
            

 (13) 

где 

 2
2 2 2

2 2 2
arccos ;

OB A A

l
l y z

 
     

 

2OBl  — расстояние между центром вращения О 
и точкой В2. 

Точка С2 будет иметь следующие координаты: 
2    0;Cx   

2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 22

cos sin
,

sin cos
С B BB C

С B BOB

y y yl
z z zl

         
                

  (14) 

где 2 2B Cl  — расстояние между точками В2 и С2. 

Координаты точки D2 определяются геомет-
рическими характеристиками сферического 
МПС и являются постоянными, причем 

2 0.Dx   Уравнение связи для второй КЦ имеет 
вид 
    2 2 2

2 2 2 2 2 0,D C D Cy y z z h       (15) 

где 2h  — приводная координата второй КЦ. 
Как и для первой КЦ, путем последователь-

ной подстановки (1) в (13), (13) в (14) и (14) в 
(15) связываем выходные координаты МПС с 
приводной координатой второй КЦ 2h , кото-
рую выражаем из уравнения (15) 
    2 2

2 2 2 2 2 .D C D Ch y y z z      (16) 

Выражение (16) является решением ОЗП для 
второй КЦ. 

В третьей КЦ координаты 3 ,By  3Cy  и 3Dy  
будут равны нулю. Оставшиеся координаты 
точки B3 определяются как 

  3 3 3 33
2 23 3 3 33 3

cos sin
,

sin cos
B AOB

B AA A

z zl
x xz x

       
            

 (17) 

где 

 3
3 2 2

3 3 3
arccos ,

OB A A

l
l z x

      
 

3OBl  — расстояние между центром вращения О 
и точкой В3. 

Координаты точки C3 будут следующими: 

         
                

3 3 3 3 33 3

3 3 3 3 33

cos sin
,

sin cos
С B BB C

С B BOB

z z zl
x x xl

 (18) 

где 3 3B Cl  — расстояние между точками В3 и С3. 
Уравнение связи для третьей КЦ запишем 

как 
    2 2 2

3 3 3 3 3 0,D C D Cz z x x h       (19) 

где 3h  — приводная координата третьей КЦ. 
Как и для первой и второй КЦ, углы поворо-

та φx, φy, φz можно связать с приводной коор-
динатой 3h  путем последовательной подста-
новки (1) в (17), (17) в (18) и (18) в (19). 

Решение ОЗП для третьей КЦ получаем из 
выражения 
    2 2

3 3 3 3 3 .D C D Ch z z x x      (20) 

Для решения ОЗП механизма в целом необ-
ходимо, чтобы значения приводных координат, 
получаемые с помощью выражений (12), (16) и 
(20), представляли собой действительные числа. 
В противном случае нельзя достигнуть ориен-
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тации ВЗ, для которой решают ОЗП. Следует 
отметить, что теоретически ОЗП всегда будет 
иметь решение, если величина ih  не ограниче-
на. Однако в реальных условиях указанная ве-
личина, безусловно, будет иметь ограничения. 
Так как в каждой КЦ существуют две возмож-
ные конфигурации промежуточных звеньев 
(зависящих от угла i ) для одной и той же ори-
ентации ВЗ, в общем случае число решений 
ОЗП будет равно восьми. 

Таким образом, предложенный алгоритм 
позволяет получать аналитическое решение 
ОЗП сферического МПС с линейными приво-
дами. Решение этой задачи является важным 
этапом, позволяющим в дальнейшем анализи-
ровать рабочую зону механизма (включая ис-

следование точек особых положений) и иссле-
довать его кинематику и динамику. 

Выводы 
1. Разработан алгоритм аналитического ре-

шения ОЗП сферического манипулятора с ли-
нейными приводами. Полученные зависимости 
позволяют вычислять приводные координаты 
для любой заданной ориентации ВЗ. Установ-
лено, что в общем случае для рассмотренного 
МПС существуют восемь решений ОЗП. 

2. В дальнейшем предложенный алгоритм 
можно использовать для анализа кинематики и 
динамики механизма, а также для исследования 
его рабочей зоны. 
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