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Решена задача устойчивости некруговой эллиптической цилиндрической оболочки, 
выполненной из композиционного материала, с учетом моментности и нелинейности 
ее докритического напряженно-деформированного состояния. Геометрически нели-
нейная задача устойчивости оболочки решена методами конечных элементов и лине-
аризации Ньютона — Канторовича. Критические нагрузки определены в процессе 
решения нелинейной задачи с помощью критерия Сильвестра. Использованы ранее 
разработанные на основе гипотезы Тимошенко конечные элементы композитных ци-
линдрических оболочек естественной кривизны, в аппроксимации перемещений ко-
торых в явном виде выделены их жесткие перемещения, что существенно влияет на 
сходимость решения. Исследована устойчивость консольно закрепленной эллиптиче-
ской цилиндрической оболочки, выполненной из полимерного композиционного ма-
териала, при осевом сжатии. Определено влияние способа укладки монослоев, нели-
нейности деформирования и параметра овальности на критические нагрузки потери 
устойчивости оболочки и весовую эффективность композитной оболочки. 
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The problem of stability of non-circular elliptical cylindrical shells made of composite 
material is solved, taking into account the momentarity and nonlinearity of their subcriti-
cal stress-strain state. Geometrically, the nonlinear stability problem is solved by finite el-
ement methods and Newton-Kantorovich linearization. Critical loads are determined in 
the process of solving a nonlinear problem using the Sylvester criterion. The finite ele-
ments of composite cylindrical shells of natural curvature, developed by the author on the 
basis of Timoshenko's hypothesis, are used, and their rigid displacements are explicitly 
highlighted in the approximation of their displacements, which significantly affects the 
convergence of the solution. The stability of an elliptical, cantilever-mounted cylindrical 
shell made of polymer composite material under axial compression is investigated. The 
influence of monolayer laying methods, non-linearity of deformation, and the ovality pa-
rameter on the critical loads of shell stability loss and weight efficiency of composite shells 
has been clarified. 
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В конструкциях современных летательных ап-
паратов, особенно широкофюзеляжных само-
летов большой вместимости, форма фюзеляжа 
часто имеет некруговое поперечное сечение. 
Однако некруговые оболочки, в отличие от 
круговых, недостаточно исследованы на устой-
чивость. Если количество публикаций по кру-
говым оболочкам исчисляется тысячами, то по 
некруговым — несколькими десятками. Это 
можно объяснить меньшим использованием 
некруговых оболочек на практике, а также 
трудностями решения задач, связанными с не-
постоянством радиуса кривизны, что приводит 
к появлению переменных коэффициентов в 
уравнениях устойчивости. 

Известные решения задач устойчивости 
оболочек получены аналитическими методами 
и, как правило, в линейном приближении, без 
учета их моментности и нелинейности докри-
тического состояния, т. е. в классической по-
становке. Авторами работ [1–4] исследованы 
прочность и устойчивость таких оболочек в 
нелинейной постановке, однако они рассмат-
ривали, в основном металлические оболочки. 

На сегодняшний день в летательных аппара-
тах широко применяются полимерные компо-
зиционные материалы (ПКМ), которые обеспе-
чивают существенное снижение массы кон-
струкции при сохранении ее прочностных и 
жесткостных характеристик. Основополагаю-
щий вклад в разработку методов расчета ком-
позитных конструкций внесла школа В.В. Васи-
льева [5, 6]. 

Несмотря на то, что исследованию прочно-
сти таких конструкций посвящено большое 
количество работ, до сих пор не решены во-
просы их прочности и устойчивости в услови-
ях нелинейного исходного состояния. Послед-
нее особенно важно для фюзеляжей самоле-
тов, где недопустима потеря устойчивости 
обшивки. 

В большей части опубликованных работ за-
дачи устойчивости оболочек из ПКМ решены в 
классической постановке при линейном исход-
ном напряженно-деформированном состоянии 
(НДС) [7, 8]. Остаются нерешенными вопросы, 
связанные с прочностью и устойчивостью ком-
позитных конструкций при их нелинейном де-
формировании. 

Для решения нелинейной задачи прочности 
и устойчивости некруговых цилиндрических 
оболочек из ПКМ при произвольном нагруже-
нии применены методы конечных элементов и 
линеаризации Ньютона — Канторовича [9] с 
использованием шагового метода по нагрузке 
и энергетического критерия устойчивости. 
Критические нагрузки определены в процессе 
решения геометрически нелинейной задачи с 
помощью критерия Сильвестра. Использова-
ны разработанные на основе гипотезы Тимо-
шенко конечные элементы (КЭ) композитных 
цилиндрических оболочек естественной кри-
визны, в аппроксимации перемещений кото-
рых в явном виде выделены их жесткие пере-
мещения.  

Приведены результаты исследования влия-
ния способа укладки монослоев по толщине 
оболочки, нелинейности деформирования и 
параметра овальности на устойчивость и весо-
вую эффективность композитной эллиптиче-
ской цилиндрической оболочки, нагруженной 
осевой силой сжатия. Результаты получены с 
помощью комплекса программ для расчета на 
прочность и устойчивость подкрепленных не-
круговых цилиндрических оболочек, зареги-
стрированного в Федеральной службе по ин-
теллектуальной собственности [10]. 

Цель работы — исследование влияния фи-
зико-механических характеристик ПКМ на 
устойчивость эллиптической цилиндрической 
оболочки при осевом сжатии. 

Основные соотношения для КЭ эллиптиче-
ской цилиндрической оболочки из ПКМ и ал-
горитмы решения задачи ее прочности и устой-
чивости в условиях нелинейного исходного 
НДС опубликованы в работах [11–14]. Обшив-
ка оболочки рассмотрена как ортотропная. 

 
Конечный элемент эллиптической оболочки. 
Рассмотрим некруговую цилиндрическую обо-
лочку, находящуюся под действием неоднород-
ной краевой нагрузки в виде продольной силы 
N, поперечной силы Q, изгибающего M и кру-
тящего Mкр моментов (рис. 1). Оболочку разби-
ваем по линиям главных кривизн на семейство 
четырехугольных КЭ естественной кривизны. 

При перемещении КЭ как твердого тела 
компоненты деформации 1ε ,  2ε  и 3ε  равны 



#01(790) 2026 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 113 

нулю. Приравнивая к нулю линейные компо-
ненты деформаций, изменений кривизн и кру-
чения [12], получаем систему дифференциаль-
ных уравнений (см. рис. 1) 
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где ,u  v  и w  — тангенциальные перемещения 
и прогиб КЭ; 2k  — кривизна поперечного сече-
ния оболочки, 1

2k R  (радиус ее поперечного 
сечения); β  — угол нормали к поперечному 
сечению оболочки с осью b; x  — продольная 
координата; индексы «x» и «β » означают диф-
ференцирование по соответствующим пере-
менным. 

Решение системы дифференциальных урав-
нений (1) имеет вид [12] 
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где 1 6C C  — произвольные постоянные, 

cos ;c      sin ;s      1 ;Rsd      2 .Rcd     

Функции (2) удовлетворяют уравнениям (1) 
и, следовательно, в линейном приближении 
являются перемещениями КЭ как твердых тел. 

Как частный случай некруговой цилиндри-
ческой оболочки эллиптического поперечного 
сечения, заданного уравнением 
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где a  и b  — большая и малая ось эллипса. 
Разобьем оболочку линиями главных кри-

визн по образующей на m частей, а по направ-
ляющей на n. Таким образом, оболочку пред-
ставим набором mn криволинейных прямо-
угольных КЭ естественной кривизны. 

Применяя для композитной оболочки гипо-
тезу Тимошенко прямой линии, запишем вы-
ражения для углов поворотов ее сечений [14] 
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Из соотношений (3) получаем углы сдвига 
сечений 
 1;x x       2 .y y     

Используя билинейную аппроксимацию для 
тангенциальных перемещений ,u  v  и углов 
сдвига ,x  ,y  бикубическую аппроксимацию 
для прогиба и выражения для перемещений КЭ 
оболочки как жесткого целого [12], получаем 
следующие соотношения для полных переме-
щений точек КЭ: 
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Неизвестные коэффициенты полиномов ia  вы-
ражаются через узловые неизвестные 
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В каждом узле восемь неизвестных, следова-
тельно, КЭ имеет 32 степени свободы. 

 
Результаты исследования. Рассмотрим кон-
сольно закрепленную (u v w w w    x  

0)w  x  некруговую цилиндрическую обо-
лочку эллиптического поперечного сечения, 

 
Рис. 1. Схема расчета некруговой цилиндрической 

оболочки 
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выполненную из ПКМ и находящуюся под дей-
ствием осевой силы сжатия N, приложенной к 
ее свободному краю (см. рис. 1). Нагруженный 
край оболочки подкреплен жестким в своей 
плоскости шпангоутом (с жесткостью на рас-
тяжение EF = 1,96107 Н и изгибной жесткостью 
EI = 1,4751010 Нмм2). 

Рассмотрим оболочку с эквипериметриче-
ским радиусом 0R  (радиусом круговой оболоч-
ки с периметром, равным периметру некруго-
вой оболочки). При заданном отношении полу-
осей эллипса (параметре овальности) a a b  
эквипериметрический радиус 
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где P  — периметр поперечного сечения обо-
лочки; π( /2, )E b  — полный эллиптический ин-
теграл второго рода; 
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При исследовании удобно задавать парамет-
ры 0R  и ,a  так как это позволяет легко сравни-
вать устойчивость эквипериметрических эл-
липтических и круговых оболочек. 

Действие осевой силы заменяем статически 
эквивалентными ей нормальными усилиями 
сжатия 1 0/2 .T N R   

Длина оболочки L = 2000 мм, толщина h = 
= 3,456 мм, эквипериметрический радиус 

0R   2000 мм. В качестве материала оболочки 
выбран 18-слойный ПКМ Torayca T700 со сле-
дующими механическими характеристиками 
[14]: модули упругости в продольном направ-
лении монослоя на растяжение 1E   
= 125 510 МПа и сжатие 1E  =114 380 МПа; мо-
дули упругости в поперечном направлении мо-

нослоя на растяжение 2E   8780 МПа и сжатие 
2E   8670 МПа; модуль сдвига 12G   4740 МПа; 

коэффициент Пуассона монослоя 12   0,34; 
толщина монослоя    0,192 мм. 

Указанные жесткостные характеристики ма-
териала оболочки приведены в работе [15]. 

В силу симметрии нагрузки рассмотрена 1/2 
часть оболочки, получаемая продольным разре-
зом в вертикальной плоскости. Для расчета по 
линии разреза заданы условия симметрии 0v   
и 2 0.   Оболочку разбивали конечно-эле-
ментной сеткой m×n = 15×90, что обеспечивало 
сходимость решения по числу КЭ с погрешно-
стью, не превышающей 5 %. 

Введен параметр критической осевой силы 
сжатия 

 0 .ck N N  

Здесь N   — критическое значение осевой силы; 
0N  — верхнее критическое значение краевой 

осевой силы для круговой цилиндрической 
изотропной металлической оболочки [16], 

  2 2
0 2 3 1 ,N Eh    

где ,E  h  и   — модуль упругости, толщина и 
коэффициент Пуассона оболочки. 

Рассмотрены пять вариантов укладки ком-
позитных монослоев по толщине оболочки, 
приведенных в табл. 1, и (для сравнения) обо-
лочка из алюминиевого сплава Д16Т (далее ва-
риант 6). 

Зависимости параметра критической осевой 
силы сжатия kc от параметра овальности a  ме-
таллической и композитных оболочек эллип-
тического поперечного сечения и овального, 
составленного из двух пар дуг окружностей, 
при линейном и нелинейном исходных НДС 
приведены на рис. 2, а и б. Эквипериметриче-
ский радиус обеих композитных оболочек был 
одинаковым. Кривые 1–5 соответствуют вари-
антам, указанным в табл. 1, кривая 6 — алюми-
ниевому сплаву Д16Т. 

Таблица 1 
Варианты укладки монослоев 

Вариант Укладка 

1 0, 0, ±45, 90, 0, ±45, 90, 90, ±45, 0, 90, ±45, 0, 0 
2 ±45, ±45, ±45, ±45, ±45, ±45, ±45, ±45, ±45 
3 ±45, ±45, ±45, 0, 90, 0, 0,90, 0 , –45, 45, –45, 45, –45, 45 
4 0, 90, 0, 90, 0, 90, 0, 90, 0, 90, 0, 90, 0, 90, 0, 90, 0, 90 
5 0, 0, 0, 90, 0, ±45, ±45, ±45, ±45, 0, 90, 0, 0, 0 
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Для сравнения параметров критической 
осевой силы сжатия эллиптической и овальной 
композитных оболочек при линейном исход-
ном НДС введен параметр 

  эл ов

эл
100 %,c c

c

k k
k


    %, 

где эл
ck  и ов

ck  — параметр критической осевой 
силы сжатия эллиптической и овальной обо-
лочки. 

Результаты сравнения параметров критиче-
ской осевой силы сжатия эллиптической и 
овальной оболочек в линейном исходном НДС 
при различных вариантах укладки монослоев и 
параметре овальности приведены в табл. 2. 

Как видно из рис. 2, параметр критической 
осевой силы сжатия kc существенно зависит как 
от параметра овальности, так и от варианта 

укладки монослоев. Качественно зависимости 
параметра критической осевой силы сжатия kc 
от параметра овальности a  эллиптической и 
овальной композитных оболочек совпадают 
независимо от варианта укладки монослоев. 
Тем не менее, у эллиптической оболочки пара-
метр критической осевой силы сжатия меньше 
(в пределах 8 %), чем у овальной (см. табл. 2).  
С ростом параметра овальности a  это расхож-
дение увеличивается. Наиболее эффективной 
укладкой является вариант 1, наименее — 2 и 4. 
У металлической оболочки параметр критиче-
ской осевой силы сжатия больше, чем у компо-
зитных. 

Для исследования влияния нелинейности 
исходного НДС оболочки на параметр крити-
ческой осевой силы сжатия введен параметр 
нелинейности 

      
Рис. 2. Зависимости параметра критической осевой силы сжатия kc от параметра овальности a  

металлической и композитных оболочек эллиптического (а) и овального (б) поперечного сечения  
при линейном (—) и нелинейном (- -) исходных НДС 

Таблица 2 
Результаты сравнения параметров критической силы сжатия  

эллиптической и овальной оболочек в линейном исходном НДС 

Вариант  
укладки 

Параметр Δ, %, при параметре овальности оболочки a  

0,40 0,60 0,80 1,00 1,25 1,67 2,50 

1 –4,0 0,0 –2,5 0,0 –2,5 0,0 –4,0 
2 –7,7 –7,7 –5,1 0,0 –5,1 –7,7 –7,7 
3 –2,6 –5,0 0,0 0,0 0,0 –5,0 –2,6 
4 –2,5 –4,0 –2,5 0,0 –2,5 –4,0 –2,5 
5 –4,0 –2,5 –1,6 0,0 –1,6 –2,5 –4,0 
6 –5,0 –2,5 –1,0 0,0 –1,0 –2,5 –5,0 
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  н н л л 100 %,с с сk k k      

где нсk  и лсk  — параметр критической осевой 
силы сжатия для нелинейного и линейного ис-
ходного НДС оболочки. 

Результаты исследования влияния нелиней-
ности оболочки на параметр критической осе-
вой силы сжатия при различных вариантах 
укладки монослоев и параметре овальности 
приведены в табл. 3. Жирным шрифтом выде-
лены варианты расчета оболочек с наибольшим 
(более 15 %) влиянием нелинейности на пара-
метр kc. 

Из табл. 3 следует, что влияние нелинейно-
сти исходного НДС на kc зависит как от пара-
метра овальности, так и от варианта укладки 
монослоев. Нелинейность снижает параметр 
критической осевой силы kc для всех вариантов 

оболочек. Наибольшее влияние нелинейности 
на параметр критической осевой силы наблю-
дается у вариантов укладки 1–3 (до 50 %), не-
значительное (в пределах 2 %) — у вариантов 4 
и 5. С ростом параметра овальности a  это вли-
яние снижается. 

Весовая эффективность композитной обо-
лочки определяется выражением 

 к

м к м
,

/
c

g
c

k
k

k G G
  

где к ,ck  мck  и к ,G  мG  — параметры критиче-
ской осевой силы сжатия и массы композитной 
и металлической оболочки соответственно. 

Зависимости весовой эффективности kg от 
параметра овальности a  композитной оболоч-
ки в линейном и нелинейном исходных НДС 
при различных вариантах укладки монослоев 
приведены на рис. 3. Номера кривых соответ-
ствуют вариантам, указанным в табл. 1.  

Видно, что параметр весовой эффективно-
сти композитной оболочки существенно зави-
сит как от параметра овальности ,a  так и от 
варианта укладки монослоев. Весовая эффек-
тивность композитных оболочек достигает 
50 % (вариант 1). С увеличением овальности 
оболочки весовая эффективность повышается. 
Нелинейность в большинстве случаев увеличи-
вает весовую эффективность композитной обо-
лочки. У вариантов укладки 2 и 4 весовая эф-
фективность композитной оболочки меньше, 
чем у металлической. 

Выводы 
1. Показано, что параметр критической осе-

вой силы сжатия композитной оболочки суще-
ственно зависит как от параметра овальности, 

 
Рис. 3. Зависимости весовой эффективности kg  

от параметра овальности a  композитной оболочки 
в линейном (—) и нелинейном ( ) исходных НДС 

при различных вариантах укладки монослоев 

Таблица 3 
Результаты исследования влияния нелинейности оболочки  

на параметр критической осевой силы сжатия 

Вариант 
укладки 

Параметр нелинейности Δн, %, при параметре овальности оболочки a  

0,4 0,6 0,8 1,0 1,25 1,67 2,5 

1 –8,4 –16,5 –13,8 –13,8 –13,8 –16,5 –8,4 

2 –16,6 –16,5 –38,2 –52,5 –38,2 –16,5 –16,6 
3 –8,6 –19,6 –35,1 –31,9 –35,1 –19,6 –8,6 

4 1,6 1,6 –0,9 1,6 –0,9 1,6 1,6 
5 –8,4 –0,9 –0,9 –0,6 –0,9 –0,9 –8,4 

6 –5,7 –19,6 –25,4 –23,4 –25,4 –19,6 –5,7 
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так и от варианта укладки монослоев. Каче-
ственно зависимости параметра критической 
осевой силы сжатия от параметра овальности 
эллиптической и овальной оболочек совпадают 
независимо от укладки монослоев. Однако у 
эллиптической оболочки этот параметр мень-
ше, чем у овальной в пределах 8 % в зависимо-
сти от варианта укладки монослоев и параметра 
овальности оболочек. С ростом параметра 
овальности такое расхождение увеличивается. 
Наиболее эффективной укладкой является ва-
риант 1, наименее — 2 и 4. 

2. Установлено, что во всех рассмотренных 
вариантах укладки монослоев нелинейность 

оболочки снижает параметр критической осе-
вой силы сжатия. Наибольшее влияние нели-
нейности на этот параметр наблюдалось у вари-
антов укладки 1–3 (до 50 %), незначительное 
(в пределах 2 %) — у вариантов 4 и 5. С ростом 
параметра овальности это влияние снижается. 

3. Весовая эффективность композитной обо-
лочки зависит как от укладки монослоев, так и 
от параметра ее овальности. Наиболее эффек-
тивной укладкой оказались варианты 1 и 5. 

4. Нелинейность композитной оболочки в 
большинстве случаев повышает ее весовую эф-
фективность. 
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