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Проектирование центроидных механизмов — сложная и малоизученная задача, под-
ходы к решению которой нуждаются в осмыслении и упорядочении.  В качестве ме-
тодологической базы для решения этой задачи предложено использовать принцип 
отображения механизма в виде несвободной системы формообразующих точек. Та-
кой подход позволяет решать вопросы структуры и кинематики механических систем 
более компактно, чем это возможно в рамках классической теории машин и механиз-
мов. В свою очередь, центроидные механизмы представляют собой хорошую плат-
форму для тестирования и развития приемов точечного моделирования механиче-
ских систем. В результате выполненного исследования выявлены и проанализирова-
ны достоинства и недостатки различных методов геометрического проектирования 
трехзвенных центроидных механизмов. В частности, выбрана приоритетная методика 
синтеза планетарного механизма с некруглыми зубчатыми колесами и плавающими 
сателлитами, предназначенного для использования в роторных гидравлических и 
пневматических машинах. 
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Ключевые слова: аналитическая механика, центроидные механизмы, некруглые зуб-
чатые колеса, теорема Аронгольда — Кеннеди, планетарная гидромашина 

Designing centroid mechanisms is a complex and insufficiently explored problem, the ap-
proaches to solving which need to be understood and streamlined. As a methodological ba-
sis for solving this problem, it is proposed to use the principle of displaying a mechanism as 
a non-free system of form-generating points. This approach allows us to illuminate and 
solve issues of the structure and kinematics of mechanical systems more compactly than is 
possible within the frame of the classical theory of machines and mechanisms. In turn, cen-
troid mechanisms represent a good platform for testing and developing methods of "point" 
modeling of mechanical systems. As a result of the study, a certain clarity was achieved re-
garding the advantages and disadvantages of various methods of geometric design of three-



#03(792) 2026 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 27 

link centroid mechanisms. In particular, a priority method was chosen for the synthesis of a 
planetary mechanism with non-circular gears and floating satellites, intended for use in ro-
tary hydraulic and pneumatic machines. 
EDN: GADUCC, https://elibrary/gaducc 
Keywords: analytical mechanics, centroid mechanisms, non-circular gears, Aronhold-
Kennedy theorem, planetary hydraulic machine 

Конструкции механизмов и машин зависят от 
технологии изготовления их деталей. Благодаря 
развитию технологий появляется возможность 
реализации новых технических устройств, к 
которым относятся и плоские механизмы с не-
круглыми зубчатыми колесами [1–3]. Их проек-
тирование требует совершенствования и упо-
рядочения представлений о структуре и мето-
дах геометрического расчета механических 
систем с центроидными кинематическими  
парами. 

Центроидная пара — это две кривые, пере-
катывающиеся друг по другу без скольжения. 
Пара, в которой тангенциальная составляющая 
силы передается за счет фрикционного взаимо-
действия тел, имеет недостатки. На практике 
чаще используют зубчатые зацепления, т. е. за-
зубренные (озубренные) [4] центроиды. В них 
центроиды выступают лишь как теоретические, 
воображаемые линии, а работают профили 
зубьев. 

Фрикционная и зубчато-центроидная кине-
матические пары имеют различия. Зубчатое 
зацепление не только обеспечивает большую 
нагрузочную способность механизма, чем 
фрикционная пара, но и способно компенсиро-
вать некоторое несовпадение расчетных и фак-
тических центроид. Геометрические показатели 
качества зацепления, заменяющего центроид-
ную пару, тем лучше, чем ближе фактическая 
центроида к теоретической расчетной кривой, 
для которой выполнено озубрение. Поэтому, 
проектируя зубчато-центроидные механизмы, 
первоначально целесообразно рассматривать 
их чисто центроидные модели. 

Представляющие наибольший практический 
интерес зубчатые центроидные механизмы яв-
ляются трехзвенными. Все трехзвенные меха-
низмы, содержащие только центроидные (С) и 
вращательные (В) кинематические пары, мож-
но свести к двум группам: ВВС и ВСС. 

Анализ технической литературы показывает, 
что общеизвестные методики геометрического 
расчета центроидных механизмов распростра-
няются только на схемы группы ВВС с круглы-

ми центроидами. В рамках традиционных пред-
ставлений теории механизмов и машин, соглас-
но которым базисными элементами механиз-
мов являются звенья и кинематические пары, 
найти корректный подход к решению задач 
синтеза всех трехзвенных центроидных меха-
низмов затруднительно. Для этого целесооб-
разно воспользоваться представлениями ана-
литической механики [5]. 

Цель статьи — разработать корректный ме-
тодологический подход к геометрическому 
проектированию трехзвенных центроидных 
механизмов с зубчатыми зацеплениями. 

Виды связей между обобщенными коорди-
натами, характеризующими относительное 
положение формообразующих точек плоских 
механизмов. В аналитической механике, в от-
личие от классической теории механизмов, 
базисными элементами служат не звенья, а 
материальные точки. Применительно к зада-
чам геометрического описания механизмов 
следует рассматривать некоторые формообра-
зующие точки. Для описания относительного 
положения этих точек будем использовать две 
обобщенные координаты q: lAB — расстояние 
между точками A и B; φAB

CD  — угол между пря-
мыми AB и CD, проходящими через эти точки 
(рис. 1). 

Связи в таких системах — это ограничения, 
накладываемые на обобщенные координаты 
точек. В аналитической механике эти ограни-

 
Рис. 1. Схема расположения формообразующих 

точек механической системы 
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чения отображаются уравнениями или нера-
венствами связи. Число степеней свободы от-
носительного движения формообразующих 
точек плоской системы 

 W= 2M – 3 – S,  (1) 

где М — число точек; S — число условий (урав-
нений) стационарных связей. 

Нестационарные (зависящие от времени t) 
связи — это параметры, управляющие меха-
низмом. Их число соответствует числу степеней 
свободы механизма. 

Заметим, что ранее точечная интерпретация 
строения механизмов уже использовалась в ра-
ботах, например [6]. Но в них рассматривались 
преимущественно стержневые конструкции 
или рычажные механизмы, т. е. системы с низ-
шими кинематическими парами. Возможность 
применения такого подхода к механизмам с 
высшими парами обсуждалась в публикациях 
[7, 8]. 

В рассматриваемых плоских центроидных 
механизмах могут присутствовать следующие 
стационарные связи. 

Жесткие связи характеризуются постоян-
ством обобщенной координаты: constABl   или 

cφ onst.AB
CD   

Межпараметрические связи описываются 
зависимостью между несколькими обобщен-
ными координатами. В частности, бинарная 
связь F(qm, qn) = 0, когда две обобщенные коор-
динаты входят в одно уравнение. Физический 
смысл связей, соответствующих конкретным 
уравнениям, может быть разным, что прежде 
всего зависит от того, какая решается задача: 
анализа или синтеза. Так, в задаче анализа би-
нарная связь F(qm, qn) = 0 — это кривая, про-
филь некоторого звена, а в задаче синтеза — 
она обычно характеризует требуемый закон 
движения ведомого звена. 

Особые (сингулярные) связи описываются си-
стемой уравнений, которые содержат частные 
производные нескольких обобщенных коорди-
нат. Физический смысл таких связей тоже бы-
вает разным. При проектировании центроид-
ных систем важны два условия — зацепления 
n(K) и отсутствия скольжения (K). 

Условие зацепления n(K) — нормальная 
связь — означает, что в точке K профили не 
пересекаются, а касаются друг друга. Как будет 
выглядеть это условие в развернутом виде, за-
висит от применяемого математического аппа-
рата. В теории зубчатых зацеплений подобную 

связь обычно [9] называют уравнением зацеп-
ления и выражают в виде скалярного произве-
дения: nv = 0, где n — вектор нормали к одной 
из взаимодействующих поверхностей; v — век-
тор относительной скорости взаимодействую-
щих поверхностей в точке контакта. Другой 
признак выполнения условия зацепления — 
коллинеарность нормалей к профилям двух 
звеньев, соприкасающихся в точке K. В кон-
кретных задачах условие n(K) может сводиться 
к одному конечному уравнению и даже к жест-
кой связи. 

Условие отсутствия скольжения (K) — тан-
генциальная связь — означает, что точка K, 
принадлежащая и первому звену, и второму, 
имеют общую скорость движения: vK1 = vK2.  
В интегральной форме соответствующее выра-
жение означает одинаковую длину дуг кри-
вых — профилей первого и второго звеньев, по 
которым точка контакта K переместилась за 
определенное время. 

Если предметом проектирования являются 
зубчатые центроидные системы, то к особым 
связям следует добавить связь о(K), характери-
зующую взаимное огибание поверхностей. Этот 
вид связи существует физически параллельно с 
цепочкой связей, которые касаются формооб-
разующих точек и присутствуют в виде уравне-
ний. Здесь точка K контакта центроид фигури-
рует как некоторый абстрактный символ. На 
расчет числа степеней свободы относительного 
движения формообразующих точек наличие 
связи о(K) не влияет. 

Шарнирный треугольник ВВВ. Трехзвенные 
центроидные механические системы имеют 
структурные особенности, которые проявляются 
уже в простейшей системе ВВВ — шарнирном 
треугольнике (рис. 2). Рассмотрим систему трех 
формообразующих точек А, В и С с жесткими 
связями lAB = const, lBC = const и lAC = const. Оче-
видно, что в общем случае (рис. 2, а) точки А, В и 
С, лежащие в вершинах треугольника, непо-
движны относительно друг друга. Такой вывод 
дает и расчет по формуле (1): W = 2 3 – 3 – 3 = 0. 

В особой конфигурации линейного вырож-
дения (когда все точки лежат на одной пря-
мой) система ВВВ (рис. 2, б) приобретает 
мгновенную подвижность, а стороны тре-
угольника АВС можно рассматривать как зве-
нья некоторого механизма. Такое параметри-
ческое соотношение соответствует теореме 
Аронгольда — Кеннеди [10] о трех центрах 
вращения: мгновенный центр Р12 относитель-



#03(792) 2026 ИЗВЕСТИЯ ВЫСШИХ УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ. МАШИНОСТРОЕНИЕ 29 

ного вращения тел 1 и 2 лежит на линии, со-
единяющей точки Р13 и Р23, которые являются 
мгновенными центрами вращения тел 1 и 2 
относительно тела 3. 

Условие, вытекающее из теоремы Аронголь-
да — Кеннеди, можно рассматривать в качестве 
специфической жесткой связи 0.АВ

АС   После 
ее добавления система, уже содержащая три 
жесткие связи, приобретая подвижность, ста-
новится статически неопределимой. 

Ту же самую особую конфигурацию линей-
ного вырождения шарнирного трехзвенника 
можно получить, задав связь lAC = lBC + lAB. При 
остановленном звене 3 длиной lAC отношение 
мгновенных угловых скоростей звеньев 1 и 2 
1/2 обратно пропорционально отношению 
длин lBC/lAB. Применительно к зубчатым пере-
дачам параметрическое соотношение 

 1/2 = lBC/lAB  (2) 

следует из основной теоремы плоских зацепле-
ний (теоремы Виллиса) [11]. 

В шарнирной системе ВВВ нет высших цен-
троидных пар. В трехзвенных системах, содер-
жащих такие пары (ВВС, ВСС), становится 
важным то, как получается информация о фор-
ме центроид. Если центроиды звеньев известны 
заранее, то решается задача анализа параметров 
движения этих звеньев, если центроиды фор-
мируются в процессе проектирования меха-
низма — задача синтеза.  

Формула строения центроидного меха-
низма системы ВВС в задаче анализа. Рас-
четная схема механизма, содержащего одну 
центроидную пару, показана на рис. 3, a. Эта 
система сложнее предыдущей, поэтому при ее 
описании целесообразно следовать принципу 
Ассура. Правило Ассура рекомендует начинать 
структурный анализ и синтез механизмов с 
неподвижного элемента — стойки и ведущего 

звена, а далее наращивать структуру путем по-
следовательного присоединения прочих эле-
ментов. Порядок включения элементов в си-
стему будем отображать маршрутом прохожде-
ния формообразующих точек, а в более 
развернутом виде — формулой строения меха-
низма, которая содержит точки и относящиеся 
к ним связи. 

Сначала рассмотрим случай, когда известны 
(заранее заданы) форма и размеры звеньев, со-
ставляющих центроидную пару (в том числе 
сами центроиды), т. е. выполним структурно-
параметрический анализ механизма. 

Маршрут прохождения формообразующих 
точек этой системы имеет вид 

 A, F  C  В, K, D, 

а соответствующая ему формула строения 

 ,
; ( )AB

AF AC AС

A F C
l l t

 


 

 
   

,
; ; ( ); ( )AF AC BD

BD AK BK BKAB AK

B K D
l l l K n K


   

  (3) 

где ,AFl  ,ACl  ,BDl AF
AB  — жесткие связи. 

В этой системе восемь стационарных (не со-
держащих время t) связей. Используя форму-
лу (1), получаем число степеней свободы систе-
мы W = 2 6 – 3 – 8 = 1. 

Три жесткие связи const,AFl   constAСl   и 
constBDl   являются вспомогательными, их 

значения не влияют на кинематику механизма. 
Жесткая связь φ 0AF

AB   также непосредственно 
не относится к центроидной системе. 

Межпараметрические связи  φAС
AK AKl  и 

 φBD
BK BKl  представляют собой заранее заданные 

 
Рис. 2. Расчетные схемы системы ВВВ 

 

 
Рис. 3. Расчетные схемы центроидных механизмов 

системы ВВС в задачах анализа (а) и синтеза (б) 
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уравнения кривых — профилей звеньев 1 и 2 
в полярных координатах. Чтобы облегчить 
процесс прочтения формулы строения меха-
низма во всех уравнениях кривых, будем заме-
нять длины l на радиус-векторы r, в том числе 

AKl  и BKl  на AKr  и .BKr  
Тангенциальная связь (K) обеспечивает 

взаимное качение центроид звеньев 1 и 2 без 
скольжения. Математическое отображение 
этой связи в дифференциальной форме следует 
из теоремы Виллиса — это формула (2) или вы-
ражение 

 1 1 2 2 .d d  r r   (4) 

В конечной (интегральной) форме подобная 
связь означает одинаковую длину дуг CK и DK 
центроид звеньев 1 и 2, где C и D — точки пе-
ресечения лучей АС и BD c соответствующими 
центроидами. При аналитическом решении за-
дачи в полярных координатах это условие свя-
зи имеет вид 

      
1

2 2
1 1 1 1 1

0

d


     r r  

      
2

2 2 2 2
2 2

2
0

,d


     r r   (5) 

где  1 1r  и  2 2r  — радиус-векторы 
 φAС

AK AKr  и  φ .BD
BK BKr  

Нормальная связь n(K) означает выполне-
ние условия не пересечения, а касания центро-
ид звеньев 1 и 2 в тoчке K. Согласно теореме 
Аронгольда — Кеннеди, в трехзвенном центро-
идном механизме символическое обозначение 
нормальной связи n(K) можно заменить экви-
валентным и более конкретным условием 

0.АF
АK   Ведомое звено 2 совершает сложное 

движение: оно вращается вокруг точки В, но 
точка В тоже перемещается по вертикальной 
прямой AF. Соответственно, неизвестными в 
задаче анализа являются функции  φ φBA AB

BD AC  и 
 φ .AB

AB ACl  
Функция  φ φBA AB

BD AC  подлежит определению 
на основании выражения (5). Однако в связи с 
тем, что искомый параметр φBA

BD  стоит под зна-
ком интеграла, соответствующая вычислитель-
ная операция представляет определенную 
сложность. Подобная сложность будет возни-
кать во всех случаях, когда тангенциальная 
связь присутствует в задаче анализа. Эту осо-
бенность целесообразно отобразить в формулах 
строения центроидных механизмов введением 
дополнительного индекса «а»: ( ).a K  

С учетом уточнения в обозначениях форму-
ла (3) преобразуется следующим образом: 

 ,
; ( )AB

AF AC AС

A F C
l l t

 


 

   


     
.

; ; ( ); 0AF AC BD AF
BD AK BK aBKAB AK AK

B K D
l Kr r

  (6) 

Формула (6) характеризует взаимодействие 
центроид фрикционного типа или расчетных 
центроид зубчатых колес. 

Можно ли сделать так, чтобы точка В оста-
валась неподвижной? В рамках задачи анализа 
при произвольно заданных центроидах меха-
низма с фрикционными парами нельзя, а в зуб-
чато-центроидном механизме — с определен-
ными ограничениями можно. 

Рассмотрим зацепление двух круглых колес 
(рис. 4), оси валов которых смещены относи-
тельно геометрических центров их зубчатых 
венцов на одинаковое расстояние е. Существует 
(рис. 4, а) такое положение этих колес, в кото-
ром их зубья взаимодействуют по двум боковым 
поверхностям без зазоров. При том же межосе-
вом расстоянии aw, но в другом положении ко-
лес (рис. 4, б) их зубья взаимодействуют с боль-
шим боковым зазором. Допустимое значение 
эксцентриситета е определяется формой зубьев. 
Для эвольвентных колес приемлемо значение 
эксцентриситета, приводящее к изменению 
начального шага зубьев (шага по центроидам) в 
пределах 10 %. Радиус-вектор фактических цен-
троид этих зубчатых колес варьируется в тех же 
пределах. 

Решая задачу синтеза, точку В можно оста-
вить неподвижной для механизма как с фрик-
ционной центроидной парой, так и с зубчатой. 

 
Рис. 4. Схемы системы BBC с круглыми зубчатыми 

звеньями, эксцентричными относительно осей 
вращения звеньев 
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Формула строения центроидного механиз-
ма системы ВВС в задаче синтеза. Известны 
центроида и контуры звена 1, а также межосе-
вое расстояние aw. Надо найти центроиду и 
контуры звена 2 (рис. 3, б). 

Формула строения такого центроидного ме-
ханизма имеет вид 

 ,
; ( )AB

AB AC AC

A B C
l l t

 


 

 
 

 
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; ( ); 0AC AF

BD AK AK AKs

K D o K
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  (7) 

где ABl  — связь, задающая постоянное межосе-
вое расстояние, const;ABl   ACl  и BDl  — жесткие 
вспомогательные связи;  AC

AK AKr  — связь, со-
ответствующая профилю центроиды звена 1; 

( )s K  — тангенциальная связь в задаче синтеза, 
характеризующая качение профилей без 
скольжения; 0AF

AK   — связь, вытекающая из 
теоремы Аронгольда — Кеннеди, обеспечива-
ющая выполнение условия зацепления n(K). 

В рассматриваемой задаче синтеза (при 
фиксированном межосевом расстоянии aw) 
тангенциальную связь ( )s K  зададим так. Под-
ставляя в следующее из теоремы Виллиса со-
отношение (4)    2 2 1 1– ,wa r r  получаем 
выражение 

 
 

1 1
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1 1
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dd
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r

 

и интегрируем его 
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Замечаем, что вычисление параметра 2  
( )BD

BA  в задаче синтеза происходит значительно 
проще, чем в задаче анализа. 

В результате решения задачи синтеза можно 
построить центроиду колеса 2 с помощью ме-
тода компьютерного моделирования. Искомый 
контур выглядит, как огибающая семейства 
кривых-контуров центроиды звена 1. Положе-
ние звена 1 по отношению к остановленному 
звену 2 рассчитано с заданным шагом по пара-
метру φ ( ).AB

AС t  
На практике важно иметь не графически за-

данный контур центроиды, а профиль некруг-
лого зубчатого колеса 2. В этом случае заранее 
должна быть известна не только центроида ко-
леса 1, но и профиль его зубчатого венца. Во 
множестве положений будет построена не цен-
троида, а само колесо 1. Огибающая семейства 

профилей его зубчатого венца будет контуром 
зубчатого венца синтезируемого колеса 2. 
В формуле строения механизма (7) соответ-
ствующая операция отображена связью / / .o K  

Проверяем число степеней свободы систе-
мы (7), где число точек — 6, уравнений свя-
зи — 10 (без учета φ ( )OA

OB t  и / /):о K  W + 2 7 –  
– 3 – 10 = 1. 

Центроиды звеньев 1 и 2 изображены на 
рис. 3, б незамкнутыми. Чтобы оба звена со-
вершили полный оборот, между числами волн 
этих звеньев и длинами их центроид должно 
выполняться четкое соотношение обратной 
пропорции.  

Несмотря на то, что задачу синтеза некруг-
лых зубчатых колес механизма ВВС неодно-
кратно решали многие авторы [12–14], обще-
принятых стандартных методик пока нет. 

Синтез планетарного механизма системы 
ВСС при заданной центроиде ротора. Расчет-
ная схема планетарной гидромашины с цен-
тральными колесами, эксцентричными оси их 
относительного вращения, приведена на рис. 5. 
То обстоятельство, что звенья 1 и 2 являются 
номинально круглыми, на общность рассужде-
ний не влияет, так как их центроиды заданы в 
виде произвольной функции. Во всех рассмат-
риваемых версиях решения подобной задачи 
заранее известен профиль зубчатого венца 
круглого сателлита 3.  

Сначала рассмотрим алгоритм расчета, при-
веденный в работах [15, 16], где дополнительно 
к контуру сателлита 3 изначально задана цент-
роида солнечной шестерни, т. е. ротора 1. 

 
Рис. 5. Расчетная схема планетарной гидромашины  

с центральными колесами, эксцентричными оси  
их относительного вращения 
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Маршрут прохождения формообразующих 
точек имеет вид 
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  (8) 

где OBl  — жесткая связь; ,OAl  CDl  — вспомога-
тельные связи; i  — постоянный коэффици-
ент — передаточное число от ротора к мнимому 
водилу; / /Мn С  — вид нормальной связи, кото-
рая характеризует перпендикулярное располо-
жение радиус-вектора CMr  сателлита 3 относи-
тельно касательной к траектории его центра. 

Связи OA OB
OK OAi    и   ,OA

OK OKr  которые отно-
сятся к точке K, в совокупности задают центро-
иду звена 1 как функцию угла его поворота от-
носительно стойки, т. е. звена 2. 

Связи, относящиеся к точкам С и D, опреде-
ляют положение сателлита 3. Радиус-вектор CKr  
центроиды сателлита 3 в зацеплении с солнеч-
ной шестерней 1 задан изначально и принят 
постоянным. Чтобы зубья солнечной шестер-
ни 1 имели надлежащую форму, значение этого 
радиус-вектора рассчитывается в зависимости 
от чисел зубьев и волн центральных колес. 
Нормальная связь n/K/ характеризует положе-
ние радиус-вектора CKr  сателлита 3 относи-
тельно центроиды ротора 1. Тангенциальная 
связь ( )a K  обеспечивает качение центроид 
звеньев 1 и 3 без скольжения. Условия, опреде-
ляющие положение точки K, соответствуют за-
даче анализа. Используемый в работах [15, 16] 
алгоритм расчета параметров, характеризую-
щих связь ( )a K  с необходимой точностью, 
достаточно сложный. 

Профиль зубчатого венца звена 1 определя-
ется средствами компьютерной графики как 
огибающая семейства контуров сателлита 3. 
В формуле строения механизма (8) этому дей-
ствию соответствует связь / / .o K  

Далее можно сразу приступить к синтезу 
контура зубчатого венца эпицикла 2. Профиль 
зубчатого венца сателлита 3 известен заранее, а 
параметры, характеризующие положение са-
теллита относительно эпицикла 2, к моменту 
синтеза его контура уже найдены. Искомый 
контур зубчатого венца эпицикла 2 строится с 
помощью компьютерной графики как огибаю-
щая контуров сателлита 3 в системе отсчета, 

связанной с эпициклом. Соответствующая 
связь в формуле (8) — / / .o M  

На этом этапе проектирования механизма 
остается неизвестным положение точки М кон-
такта центроид сателлита 3 и эпицикла 2. Что-
бы найти координаты этой точки, надо решить 
задачу анализа на базе условий 0; / / .OK

МOM n С   
Связь 0OK

OM   вытекает из теоремы Аронголь-
да — Кеннеди. Отметим, что на практике ис-
кать точку М необязательно, так как искомый 
профиль эпицикла 2 уже получен. 

Проверяя число степеней свободы систе-
мы (8), получаем W = 2 7 – 3 – 10 = 1 (без учета 
связей  φ ;OA

OB t  / /o K  и / /).o M  
Отметим, что центроидный механизм, схема 

которого показана на рис. 5, можно реализовать 
только с зубчатыми колесами, причем использо-
вание указанного маршрута прохождения фор-
мообразующих точек не гарантирует высоких 
показателей качества зацепления звеньев 2 и 3. 

Синтез планетарного механизма системы 
ВСС по заданному закону движения центра 
сателлита. Несколько видоизмененный алго-
ритм проектирования планетарной системы 
ВСС предложен в работе [17]. Здесь дополни-
тельно к контуру сателлита 3 изначально задана 
не центроида ротора 1, а траектория центра са-
теллита. 

Расчетная схема та же, что и показанная на 
рис. 5, а формула строения механизма имеет вид 
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где OB OB
OC OAi    — функция, связывающая углы 

поворота мнимого водила и ротора;  OB
OС OCr  — 

связь, задающая переменное межосевое рассто-
яние сателлита с центральными колесами; CKr  — 
постоянный радиус-вектор центроиды сателли-
та 3 в зацеплении с ротором, вычисленный зара-
нее; / /Kn С  — условие связи, характеризующее 
нормальное расположение радиус-вектора CKr  
сателлита 3 относительно траектории его цен-
тра. В отличие от предыдущего алгоритма; 

( )s K  — тангенциальная связь, конкретизируе-
мая применительно к задаче синтеза, что суще-
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ственно упрощает расчеты, предшествующие 
графическим построениям. 

Далее, как и в предыдущем случае, строятся 
контуры ротора и статора 2, т. е. реализуются 
связи / /o K  и / / .o M  

Отметим следующие две принципиальные 
особенности: 

• в обоих алгоритмах синтеза планетарного 
механизма (8) и (9) присутствует связь 

OB OB
OC OAi   , содержащая передаточное число i; 

при этом все сателлиты механизма как бы свя-
заны общим водилом и сохраняют возмож-
ность перемещения в радиальном направлении, 
но находятся друг от друга на одинаковом угло-
вом расстоянии; 

• в обоих вариантах синтеза (8) и (9) приме-
нительно к контакту K сателлита с ротором ра-
диус-вектор центроиды сателлита CKr  остается 
неизменным; получаемые в процессе обкатки 
зубья ротора будут иметь форму, близкую к 
расчетной; в случае же контакта М сателлита с 
эпициклом 2 радиус-вектор центроиды сател-
лита CMr  постоянным не является и заранее не-
известен; точка М на некоторых участках венца 
эпицикла может располагаться от точки С на 
расстоянии, значительно превышающем рас-
четный начальный радиус-вектор сателлита; в 
итоге форма зубьев эпицикла может суще-
ственно отличаться от оптимальной, например, 
как в механизме [17], показанном на рис. 6. 

Необходимо сделать так, чтобы радиус-
вектор центроиды сателлита в точке М всегда 
соответствовал расчетному, а зубья эпицикла 
на всех его участках имели приемлемую форму. 

Система ВСС с самоустанавливающимся 
сателлитом. Решение этой проблемы сводится 
к обеспечению постоянства радиус-вектора 
центроиды сателлита ,CMr  взаимодействующей 
с эпициклом в точке М. Система, отвечающая 

подобному условию, может иметь формулу 
строения 
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Отличием этой системы от описываемой 
формулой (8) является то, что в состав выраже-
ния (10) вместо нормальной связи / /Kn С  во-
шла связь const.CM r  Это потребовало соеди-
нения условий связи, относящихся к точкам С, 
D и М, в общую структурную группу. Синтез 
контуров зубчатых венцов ротора и статора 
(т. е. реализация связей / /o K  и / /)o M  в этой 
системе может выполняться только после за-
вершения всех вычислительных операций. 

При использовании системы синтеза, харак-
теризуемой выражением (10), сателлиты пере-
стают принадлежать единому мнимому водилу, 
а все зубья ротора и статора приобретают при-
емлемую (расчетную) форму. Недостаток этого 
алгоритма синтеза центроидной системы ВСС 
состоит в сложности выполнения необходимых 
расчетов.  

Независимый синтез некруглых зубчатых 
венцов центральных звеньев планетарного 
механизма системы ВСС. Самым простым 
способом обеспечения постоянного радиус-
вектора CMr  центроиды сателлита, взаимодей-
ствующего с эпициклом, является независимый 
синтез по следующим маршрутам: 

• для зубчатых венцов звеньев первого звена 

 
 

,
( );OA OA

OA OCOC OC

O A C
l t

 
 r

 

  


/ /;
; ( ) ; / /CD CK Ks

D K o K
l K n Сr

  (11) 

• для зубчатых венцов звеньев второго звена 
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При этом заранее тем или иным способом 
должна быть определена связь между парамет-
рами траекторий центра сателлита в системах 
координат первого и второго центральных зуб-
чатых колес. В работах [18, 19] предложено за-
давать радиус-векторы  1 1r  и  2 2 ,r  т. е. 

 
Рис. 6. Модель неприемлемой формы зубьев 
эпицикла на отдельных участках его венца 
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 OA
OC OCr  и   ,OB

OC OCr  однотипными цикличе-
скими функциями 
     1 1 0 11 ;kF L   r r   (13) 

     2 2 0 21 ,kF N   r r   (14) 
где 1  и 2  — текущие углы поворота мнимо-
го водила в полярных координатах, связанных 
с соответствующими звеньями; L  и N  — чис-
ла циклов (волн) для первого и второго цен-
тральных колес; 0r  — радиус расчетной 
окружности, в которую вырождаются обе тра-
ектории при k = 0; k — коэффициент некруг-
лости траекторий. 

Недостатком этой методики проектирова-
ния планетарного механизма с некруглыми 
звеньями является наблюдаемая интерферен-
ция зубьев (рис. 7), которую приходится ком-
пенсировать увеличенными радиальными зазо-
рами в зацеплениях. 

В рамках алгоритма независимого синтеза 
зубчатых венцов звеньев 1 и 2 отмеченную ин-
терференцию зубьев можно устранить, добавив 
в уравнение (14) некоторую полуэмпирическую 
корректирующую функцию :r  
     2 2 0 21 .rkF N    r r  

При этом уравнение (13) остается неизмен-
ным. 

Соответствующая методика геометрическо-
го проектирования, разработанная для плане-
тарных гидромашин, описана в работе [20]. 
Контуры зубчатых звеньев, полученные по та-
кому алгоритму, показаны на рис. 8. Интерфе-
ренция отсутствует. Зубья имеют правильную 
(расчетную) форму на всех участках зубчатых 
венцов эпицикла 2 и 1. 

Выводы 
1. Переход от классической концепции 

структурирования механизма, согласно кото-
рой последний представляет собой систему 
звеньев, связанных кинематическими парами, 
к свойственному аналитической механике ба-
зисному уровню структурирования (точки — 
уравнения связи), делает описание механизма 
значительно более содержательным и ком-
пактным. 

2. Разработанные формулы строения (6)–
(12) несут в себе почти всю информацию, необ-
ходимую для анализа и сопоставления алго-
ритмов проектирования трехзвенных центро-
идных механизмов. 

3. По результатам проведенного исследова-
ния выбрана методика синтеза планетарного 
механизма с некруглыми зубчатыми колесами и 
плавающими сателлитами, обеспечивающая 
высокие показатели качества зацеплений и до-
ступная широкому кругу инженеров-проекти-
ровщиков. 

4. Разработанные приемы точечного описа-
ния механических систем с высшими парами 
можно использовать при решении различных 
задач, относящихся к теории механизмов и 
машин. 
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