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Сферические механизмы параллельной структуры получили широкое применение в 
различных отраслях. Их используют для ориентации объектов в пространстве или 
при обработке сферических поверхностей, в медицине для проектирования и в проте-
зах как искусственный сустав, а также в реабилитационных устройствах. Предложен 
новый сферический механизм параллельной структуры с тремя степенями свободы, 
предназначенный для сканирования объемных пространств. Новый механизм обла-
дает повышенными жесткостью, грузоподъемностью и точностью позиционирова-
ния. Компактность и простота конструкции делают его востребованным в условиях 
растущего спроса на высокоточные и гибкие робототехнические системы. Решены 
прямая и обратная задачи о положениях синтезированного механизма, рассмотрен 
частный случай с полярной системой координат. Исследована рабочая зона нового 
механизма с учетом ограничений, накладываемых звеньями. 
EDN: IJQNRZ, https://elibrary/ijqnrz 
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Spherical mechanisms with a parallel structure have found widespread application in vari-
ous industries. They are used to orient objects in space or to process spherical surfaces, in 
medicine for design and in prosthetics as an artificial joint, as well as in rehabilitation devic-
es. A new spherical mechanism with a parallel structure and three degrees of freedom has 
been proposed; it is designed for scanning three-dimensional spaces. The new mechanism 
has increased rigidity, load-bearing capacity, and positioning accuracy. Its compactness and 
simple design make it in demand in the context of growing demand for high-precision and 
flexible robotic systems. The direct and inverse problems regarding the positions of the syn-
thesized mechanism have been solved; a special case with a polar coordinate system has 
been considered. The working area of the new mechanism has been studied, taking into ac-
count the limitations imposed by the links. 
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Механизмы параллельной структуры (МПС) 
находят все большее применение там, где необ-
ходимы жесткость и компактность конструк-
ции с возможностью расположения приводов 
на основании и унификации элементов струк-
туры, что увеличивает точность позициониро-
вания рабочего инструмента. Одним из активно 
развивающихся направлений МПС являются 
сферические механизмы, отличительной осо-
бенностью которых является пересечение осей 
всех кинематических пар в одной точке. Одна-
ко среди огромного разнообразия сферических 
МПС наибольшее распространение получили 

механизмы с тремя и двумя степенями свободы. 
В основном это симметричные сферические 

МПС с тремя степенями свободы, где кинема-
тические цепи имеют одинаковую конструкцию 
(рис. 1) [1–11]. 

При конструировании МПС с двумя степе-
нями свободы (рис. 2) убирают одну из трех 
приводных кинематических цепей [12, 13]. 
Также возможно добавление кинематических 
цепей без приводов для передачи нагрузки вы-
ходного звена (ВЗ) на основание [14]. 

Известны гибридные МПС с тремя степеня-
ми свободы (рис. 3), когда на ВЗ сферического 

 
Рис. 1. Внешний вид сферических МПС с тремя степенями свободы 

 
Рис. 2. Внешний вид сферических МПС с двумя степенями свободы 
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МПС с двумя степенями свободы последова-
тельно монтируют привод, обеспечивающий 
третью степень свободы [15]. 

Однако симметричные схемы с тремя кине-
матическими цепями имеют недостаток, заклю-
чающийся в том, что перемещение в любом из 
приводов приводит к сложной траектории ВЗ. 

 
Предлагаемый сферический МПС с тремя 
степенями свободы лишен этого недостатка, 
причем в отличие от гибридного МПС все при-
воды расположены на основании. Схема пред-
лагаемого МПС приведена на рис. 4, где звенья 
пронумерованы арабскими цифрами, а кинема-
тические пары — римскими. 

 
Структура сферического МПС с тремя степе-
нями свободы. Предлагаемый МПС (см. рис. 4) 
состоит из основания 1, ВЗ 8 и трех кинемати-
ческих цепей, две из которых обеспечивают пе-
ремещение ВЗ в пространстве и имеют сходную 
структуру. На основании расположен враща-
тельный привод. Приводное звено 2–5 соеди-
няет промежуточную вращательную пару так, 
что ее ось расположена перпендикулярно оси 
приводной пары. Второе промежуточное звено 
3–4 связывает промежуточную вращательную 
пару с вращательной парой на ВЗ, причем оси 
вращательных пар перпендикулярны. Оси всех 
трех вращательных пар пересекаются в одной 
точке, и кинематические пары, соединяющие 
ВЗ и цепи, обеспечивающие его перемещение, 
находятся на одной оси. 

Третья цепь, обеспечивающая вращение ВЗ 
вокруг собственной оси, состоит из приводной 
вращательной пары на основании и звена 6, 
соединяющего его через карданный шарнир 7 с 
ВЗ так, что оси вращательной приводной пары 
и карданного шарнира совпадают. Оси всех 

вращательных кинематических пар пересека-
ются в центре карданного шарнира, центр ко-
торого и оси приводных пар звеньев, обеспечи-
вающих перемещение ВЗ, находятся в одной 
плоскости. 

Определим число степеней свободы МПС с 
помощью формулы Артоболевского для сфери-
ческих механизмов [8] 

 4 53 2 ,W n p p    

где n  — число звеньев; 4p  и 5p  — число кине-
матических пар четвертого и пятого класса. 

Представляя карданный шарнир как звено и 
два вращательных шарнира, получаем меха-
низм с девятью вращательными парами и восе-
мью звеньями, включая основание. Число сте-
пеней свободы такого МПС 

 3 7 2 9 3.W       

 
Задача о положениях. Для рассматриваемого 
МПС можно решить как прямую задачу о по-
ложениях, так и обратную. 

Обратная задача о положениях. Заданы 
координаты положения ВЗ в системе коорди-
нат основания  ВЗ, , , .x y z   Необходимо найти 
обобщенные координаты в приводах 
 пр,  ,  .    Поместим центр координат в 
центр карданного шарнира, причем ось OZ 
будет продолжением оси приводной пары, от-
вечающей за вращение ВЗ вокруг собственной 
оси, а оси OX и OY пройдут через оси привод-
ных вращательных пар звеньев, обеспечиваю-
щих перемещение ВЗ. Таким образом, ВЗ будет 

 
Рис. 3. Внешний вид гибридного сферического МПС 

с тремя степенями свободы 
 

 
Рис. 4. Схема предлагаемого сферического МПС  

с тремя степенями свободы 
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описывать сферу с центром в системе коорди-
нат и радиусом, равным расстоянию от сво-
бодного конца ВЗ до центра системы коор-
динат. 

Рассмотрим проекции ВЗ на плоскости XOZ 
и YOZ (рис. 5). Видно, что углы между проек-
циями на плоскость и осями OX и OY можно 
найти как арктангенс отношения координат х 
к z и y к z, и, соответственно, привод, отвечаю-
щий за вращение ВЗ, передает вращение 
напрямую: 

 arctg ;y
z

     arctg ;x
z

     пр вых .    

Для двух частных случаев, когда углы  и  
равны 0, что соответствует пересечению сфе-
рой плоскостей XOZ и YOZ, углы определяются 
следующими выражениями: 

• при 0   

 arccos ;y
L

     Впр З ;    

• при 0   

 arccos ;x
L

     Впр З ,    

где L  — длина ВЗ. 
В случае совпадения оси вращения ВЗ с осью 

OZ, углы вычисляются по следующим выраже-
ниям: 

• при z L  
 0;     0;     пр ВЗ ;    

• при z L   

 ;      ;      Впр З .    

Если ВЗ находится в плоскости XOY, то бу-
дет иметь место особое положение МПС как 
для цепей, управляющих перемещением ВЗ, так 
и для цепи, отвечающей за вращение ВЗ. В этом 
случае углы определяются как 

 ;
2
     ;

2
     пр  arccos .y

L
   

При расчете углов необходимо учесть сим-
метричность функций косинуса и тангенса и 
провести отбор решений так, чтобы обеспечить 
единственное соотношение между обобщенны-
ми координатами и положением ВЗ. 

 
Прямая задача о положениях. Даны обобщен-
ные координаты в приводах  пр,  ,  .    Необ-
ходимо найти координаты положения ВЗ в си-
стеме координат основания  ВЗ, , , .x y z   

Для решения прямой задачи используем 
следующие соотношения: 

tg ;y
z

    tg ;x
z

    2 2 2 2 ;L x y z     ВЗ пр .    

Отсюда имеем 

 
2

2 2
;

1 tg tg
Lz 

   
 

   tg ;y z     tg ;x z     ВЗ пр .    
Также следует учесть положения, при кото-

рых углы α и β равны 90. В этом случае будет 
иметь место особое положение МПС как для 
цепей, управляющих перемещением ВЗ, так и 
для цепи, отвечающей за вращение ВЗ, и поло-
жение ВЗ будет задаваться приводом, вращаю-
щим ВЗ, а угол, на который повернуто ВЗ, будет 
невозможно изменить. Следует учитывать, что 
в силу ограничений работы карданного шарни-
ра реальная возможность вращения ВЗ вокруг 
своей оси исчезнет при углах  и  больше /4, 
что необходимо учесть при рассмотрении ре-
ального механизма: 

 0;z     прsin ;x L     прcos .y L   

Очевидно, что ортогональная система коор-
динат для рассматриваемого МПС не является 
оптимальной, так как одна из координат — из-
быточная. Поэтому перейдем к подобию по-
лярной системы координат, когда положение 
ВЗ задано не координатами x, y, z, а двумя угла-
ми — полярным   и азимутальным   (рис. 6). 

 
Рис. 5. Модель МПС с тремя степенями свободы  

в ортогональной системе координат 
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Чтобы перейти от ортогональной системы 
координат к полярной, воспользуемся следу-
ющими соотношениями: 

• для обратной задачи 

 sin cos ;x L      sin sin ;y L      cosz L   

или 

  arctg tg sin ;        arctg tg cos ;     

• для прямой задачи 

 φ arccos ;z
L

    
 2 2

θ arccos x
L z




 

или 

 
2 2

1φ arccos ;
1 tg tg


  

  

 
2 2

tg
θ arccos .

tg tg



 

 

 
Нахождение рабочей области. Рабочая область 
рассматриваемого МПС (см. рис. 4) представ-
ляет собой сферу с радиусом, равным длине ВЗ. 
Чтобы найти реальную рабочую область, необ-
ходимо определить критерии, которые ее огра-
ничивают. В данном случае единственным 
ограничивающим фактором является основа-
ние. Отсюда вытекают следующие критерии. 

Пересечение ВЗ с основанием. Обозначим 
расстояние от цента карданного шарнира до 
основания через .H  Тогда критерий имеет вид 

 .z H  

Пересечение приводного звена цепи, обеспе-
чивающей перемещение ВЗ с основанием. Обо-
значим радиусы приводных звеньев как a и b. 
Следует учитывать, что для исключения пере-

 
Рис. 6. Модель МПС с тремя степенями свободы  

в полярной системе координат 
 

 
Рис. 7. Рабочая зона нового сферического МПС с тремя степенями свободы 
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сечения цепей, обеспечивающих перемещение 
ВЗ, приводные звенья имеют разный радиус. 
В этом случае критерий имеет вид 

 sin ;
2

a H    
 

   sin .
2

b H    
 

 

Пересечение ВЗ с основанием приводных пар 
цепей, обеспечивающих перемещение ВЗ. Рас-
стояние от центра карданного шарнира до 
ближайшей стенки основания приводной па-
ры обозначим как LL, ширину безопасной зо-
ны основания — M, а ее высоту — N. Тогда 
критерием допустимого положения ВЗ будет 
условие, чтобы угол проекции ВЗ на плоскость 
XOY был больше, чем угол, задаваемый полу-
шириной основания и расстоянием до перед-
ней стенки основания приводной пары. В про-
тивном случае, должно выполняться условие, 
что угол, задаваемый проекцией ВЗ на плос-
кость XOZ, для цепи, обеспечивающей пово-
рот на угол , и угол, задаваемый проекцией 
ВЗ на плоскость YOZ, для цепи, обеспечиваю-
щей поворот на угол , должны быть больше 
угла образуемой высотой безопасной зоны и 
расстоянием до передней стенки основания 
приводной пары. 

Тогда получаем следующие условия: 
• для основания цепи, обеспечивающей по-

ворот на угол , 

 ;
2

yM
LL x

     ;
2

y M
x LL
   

     ;
2 2 2

/\ yM M z M
LL x LL x LL

   

• для основания цепи, обеспечивающей по-
ворот на угол , 

;
2
M x
LL y

     ;
2

x M
y LL
    

    .
2 2 2

/\ M x M z M
LL y LL y LL

   

В результате получаем немного ассиметрич-
ную рабочую зону сферического МПС с тремя 
степенями свободы, показанную на рис. 7. При 
рассмотрении следует учесть, что карданный 
механизм может передавать вращение при уг-
лах менее 45, на рисунке эта часть рабочей зо-
ны выделена красным цветом. 

Выводы 
1. Предложен новый сферический МПС, 

обеспечивающий три степени свободы, с соот-
ношением 1:1 передачи движения приводов ВЗ.  

2. Решены прямая и обратная задачи о поло-
жениях предложенного МПС. Рассмотрен част-
ный случай с полярной системой координат. 

3. Выявлены ограничения, накладываемые 
на сферический МПС с тремя степенями свобо-
ды, и найдена его рабочая зона. 

4. Новый сферический МПС послужит ос-
новой гибридного МПС с пятью степенями 
свободы. 
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