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Предельное состояние

сжато-растянутого гибкого стержня

В.Б. Буланов, И.Е. Семенов-Ежов, А.А. Ширшов

Одна из важнейших задач проектирования — снижение массы конст-

рукции без ущерба для ее работоспособности. Как правило, на стадии про-

ектирования расчеты ведутся на максимальные штатные нагрузки, ожи-

даемые за срок службы изделия. Однако во время эксплуатации возможны

нагрузки, превышающие штатные (например вследствие землетрясения).

Расчеты по предельному состоянию на такие виды нагрузки позволяют

предотвратить катастрофические разрушения и в то же время получить

более экономичную конструкцию. Рассмотрена задача определения пре-

дельной нагрузки для сжато-растянутого стержня. Для гибкого сжатого

стержня предельной является нагрузка, приводящая к потере устойчиво-

сти. При неподвижном закреплении обоих торцов стержня он превраща-

ется в сжато-растянутый статически неопределимый стержень. Про-

анализирован стержень постоянного поперечного сечения из идеального уп-

ругопластического материала, нагруженный продольной силой в пролете.

Упругое состояние рассмотрено в постановке Эйлера. Показано, что в за-

висимости от приложения продольной силы предельная нагрузка опреде-

лятся либо упругим решением, либо приближенным упругопластическим,

либо решением для короткого стержня по предельному состоянию.

Ключевые слова: предельное состояние, сжато-растянутый стер-
жень, устойчивость, предельная нагрузка.

The limit state

of a compressed-stretched flexible rod

V.B. Bulanov, I.E. Semenov-Ezhov, A.A. Shirshov

One of the most important design problems is reducing the weight of a struc-

ture without performance degradation. As a rule, calculations at the design stage

are performed for the maximum load expected during the life cycle of the prod-

uct. However, the loads over the operation time may exceed design values (e.g.,

because of the earthquake). In this case, the limit state design can prevent cata-

strophic failure and, at the same time, provide a more efficient construction. The

problem of determining the maximum load for a compressed-stretched rod is con-

sidered. The limit load applied to a flexible compressed straight rod causes its

buckling. When both ends of the rod are fixed, it becomes a compressed-stretched

statically indeterminate rod. This paper deals with a uniform rod of constant

cross-section made of an ideal elastic-plastic material under a longitudinal force.

The Euler formulation of an elastic state is involved. It is shown that, depending

on the applied longitudinal force, the limit load is determined by an elastic or ap-

proximate elastoplastic solution, or by a limit state solution for a short rod.

Keywords: limit state, compressed-stretched rod, stability, buckling, load
limit.
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Под предельным состоянием понимают
потерю конструкцией несущей способ-

ности [1]. Расчеты по предельному состоянию
по сравнению с расчетами по допускаемым на-
пряжениям характеризуются существенным пре-
имуществом, поскольку, позволяют более полно
выявить работоспособность конструкции.

Цель настоящей работы — определение на-
грузки, при которой закрепленный по торцам
статически неопределимый стержень постоян-
ного сечения, нагруженный продольной силой
в пролете, теряет несущую способность. При-
нимаем, что материал стержня идеально упру-
гопластический.

Потеря несущей способности может про-
изойти по трем различным схемам:

схема 1 — стержень теряет устойчивость при

напряжениях ниже предела текучести σт. В этом
случае предельная сила Fпр1 равна критической
силе Fкр. В зависимости от отношения сжатой
части (l0) к полной длине стержня (l) l l0 / при
некоторой нагрузке F* напряжения достигнут
предела текучести либо в сжатой части стержня
(схема 2), либо в растянутой части (схема 3);

схема 2 — в силу принятой модели материа-
ла вопрос о потери устойчивости не рассматри-
ваем, поскольку, как показано в работе [2], схе-
матизация диаграммы сжатия кусочно-линей-
ной функцией приводит к противоречивым

результатам. При |σ| = σт в сжатой части дефор-
мации неограниченно возрастают. Это обуслов-
ливает появление пластических деформаций
в растянутой части, т. е. наступление предельно-

го состояния. Следовательно, Fпр2 = 2σтА (А —
площадь поперечного сечения стержня);

схема 3 — возможно появление пластических
деформаций в растянутой части и потеря устой-

чивости сжатой части стержня, т. е. Fпр3 < 2σтА.

Потеря несущей способности по схемам 1
и 2 представляет собой два физически различ-
ных процесса, характеризуемых одинаковыми
зависимостями перемещения от силы F w( ) [1, 3]
(рис. 1). Зависимость F(w) для стержня, поте-
рявшего устойчивость представлена на рис. 1, а,
а для стержня в предельном состоянии при рас-
тяжении или сжатии — на рис. 1, б.

Рассмотрим стержень, неподвижно закреп-
ленный в шарнирных опорах (рис. 2, а) и на-

груженный силой F в пролете. Его деформиро-
ванное состояние показано на рис. 2, б.

Установим пределы применения потери не-
сущей способности по схеме 1. Из условий рав-
новесия деформированного стержня следует,
что Rl F f= кр . До потери устойчивости реакция

левой опоры ( )R F l l l1 0= -кр / . Поскольку от-

клонения от прямолинейной формы можно
считать малыми, то при потере устойчивости
сжимающую силу R1 можно принять равной

( )F l l lкр - 0 / [3, 4]. Обозначив отношение l l0 / =

= η, получим ( )R F1 1= - η .

Из условий равновесия сжатой и растянутой
частей стержня в деформированном состоянии
имеем два дифференциальных уравнения:

( )¢¢+ - =v k v k rz1
2

1
21 η при z < l0;

( )¢¢ - = -v k v k rz f2
2

1
2η при z > l0,

где k F EI2 = кр / min ; r F=R / кр = f/l; f — прогиб

стойки в сечении приложения силы Fкр.
Решения дифференциальных уравнений

имеют следующий вид:
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Рис. 1. Зависимость перемещения от силы F w( ):

а — потеря устойчивости; б — предельное состояние
короткого стержня

Рис. 2. Расчетная схема стержня:

а — условия нагружения и закрепления;
б — деформированное состояние



• для сжатой части

( ) ( )v C kz C kz1 1 21 1= - + - +sin cosη η
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• для растянутой части
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z l

l
2 3 4= + +

-
sh chη η

η
. (2)

Постоянные интегрирования С1–С4, а также
прогиб f определяются из граничных условий
и условий непрерывности перемещений на гра-
нице участков:

при z = 0 v1 = 0;
при z = l0 v1 = f, v2 = f, ¢ = ¢v v1 2 ;
при z = l v2 = 0.
Из условия v1(0) = 0 следует, что С2 = 0. Ос-

тавшиеся условия приводят к однородной сис-
теме из четырех уравнений с неизвестными С1,
С3, С4 и f, ненулевое решение которой получа-
ют, приравняв нулю определитель:
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Из уравнения ( )D kl,η =0 берем меньшее, от-

личное от нуля, значение параметра kl, по которо-
му определяем критическую, предельную, силу:

( )F F kl EI lпр1 кр= =
2 2

min / . (3)

Зависимости параметра kl от η представлены
на рис. 3. Критическая сила в стойке с непод-
вижными опорами имеет минимальное значе-

ние при η = 0,40. Сравнение кривых показыва-
ет, что закрепление верхней опоры увеличивает
критическую силу более чем в 4 раза. В частном

случае, рассмотренном в работе [6], при η = 0,5
растянутая часть стержня остается прямой (C3 =

= C4 = 0), но при η 0,5¹ она слегка искривлена,

поскольку константы С3 и С4 ¹0.

Полученное решение справедливо для

R2 < σтА и R1 < σтА. Как было сказано выше,
растягивающая сила R2 = ηF , сжимающая R1 =

= ( )1- η F , F =( )kl EI l
2 2

min / . Используя эти со-

отношения определим связь между безразмер-

ной длиной стержня λ, характеризующей
гибкость стойки, параметром kl и характери-
стиками материала и стержня:

λ > max(kl Eη σ/ ;т
( )kl E1- η σ/ т ), (4)

где λ = l/imin, imin — радиус инерции поперечно-

го сечения, i I Amin min /= .

В аксонометрии вид поверхности λ(η,σт),
разделяющей две области при Е = 200 ГПа, по-
казан на рис. 4 Выше этой поверхности распо-
ложены точки, соответствующие относитель-

ной длине стрежня λ, у которого Fпр1 = Fкр.
Уравнение разделяющей поверхности име-

ет вид

( ) ( )λ η η σ1 1= -kl E / т при η ≤ 0,5;

( )λ η η σ1 =kl E / т при η ≥ 0,5.
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Рис. 3. Зависимость параметра kl от отношения l l0 / :

1 — две неподвижных опоры; 2 — одна неподвижная
опора [3, 5]

Рис. 4. Вид разделительной поверхности λ(η,σ
т
)



Рассмотрим схему 3. В растянутой части

стержня нормальная сила N = σтА = const. Со-
гласно модели идеального упругопластическо-

го тела при |σ| = σт деформации, и как следст-
вие удлинение стержня, не определены. При
возрастании нагрузки удлинение растянутой час-
ти приводит к потере устойчивости сжатой
части стержня. В работе [1] показано, что стер-

жень прямоугольного сечения при N = σтА мо-
жет изгибаться при отсутствии изгибающего
момента. Принимаем, что изгибающий момент
в растянутой части стержня с поперечным се-
чением любой формы равен нулю. Тогда сжа-
тую часть стержня можно рассматривать как
шарнирно закрепленный стержень длиной l0,

нагруженный силой R1 = F – σтA = π2EImin/(ηl)2,
т. е. предельная нагрузка

Fпр3 = σтА + ( )π η2 2
EI lmin / . (5)

Данное приближенное решение справедли-

во для Fпр2 < 2σтА. После подстановки в нера-
венство (4) выражения (5) получаем значение

относительной длины λ2 = π η σ/ /E т , больше

которого справедливо выражение (5). Если λ < λ2,

то Fпр3 = 2σтА.

Отметим, что приближенное решение (5)
дает заниженное значение для предельной на-

грузки при λ = λ2. Определение λ2 из условия
равенства Fпр1 и Fпр3 приводит к увеличению

значения λ2. Использование нижней оценки для
Fпр3 по мнению авторов данной статьи предпоч-
тительнее, так как при этом увеличивается ко-
эффициент запаса по предельному состоянию.

Выводы

1. Показано, что неподвижное закрепление
обеих опор приводит к повышению критиче-
ской силы более чем в 4 раза.

2. Установлены границы применимости уп-
ругого, упругопластического и пластического
решений.
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