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Движение твердого тела на двух

колесах по плоской кривой

С.В. Русских

Задачи, связанные с движением объектов по плоским кривым, очень

распространены в современной технике. В различных отраслях транс-

портного машиностроения и строительных сооружениях актуальны зада-

чи о движении тел на колесах или роликах. Однако многие из этих задач

рассматриваются с существенными упрощениями, не применимыми для

расчета сооружений, например, типа «катальная гора». В предлагаемой

работе рассмотрено нестационарное движение твердого тела на двух

колесах по произвольной плоской кривой. Получены основные кинематиче-

ские соотношения и уравнения движения тела, а также соотношения

для определения нагрузки на кривую со стороны исследуемого объекта.

Выполнена проверка численного алгоритма и рассмотрен пример расчета.

Исследовано влияние радиуса колес тела на параметры движения. Задача

представляет интерес с точки зрения определения реакций тела на тра-

екторию для расчета сооружения на прочность, а также для определе-

ния перегрузок тела для биомеханического анализа.

Результаты исследований будут полезны в различных отраслях транс-

портного машиностроения.

Ключевые слова: динамика твердого тела, катальная гора, движение
тела по плоской кривой, уравнения движения, перегрузки, биомеха-
нический анализ.

Motion of a two-wheel rigid

body along a plane curve

S.V. Russkikh

The problems of motion of objects having wheels or rollers along planar

curvilinear trajectories are very common in various branches of transport engi-

neering and building structures. However, many of these problems are consid-

ered with significant simplifications that are not applicable for the calculation of
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vehicles of roller-coaster type. In this paper, the un-

steady motion of a two-wheel rigid body along an ar-

bitrary plane curve is investigated. Basic kinematic

relationships and equations of motion are formulated,

as well as the relationships for determining the load on

the ground imposed by the object under study. The nu-

merical algorithm is verified, and an example of cal-

culations is considered. The influence of the radius of

the wheels on the motion parameters is analyzed. The

body impact on the structure is determined to evaluate

the strength of the structure and the body overload

needed for biomechanical analysis. The results will be

useful in various branches of transport engineering.

Keywords: rigid body dynamics, roller coaster,
motion of a body along a plane curve, equations of
motion, overload, biomechanical analysis.

В различных отраслях транспортного ма-
шиностроения и строительных сооруже-

ниях актуальны задачи о движении тел на коле-
сах или роликах, например, движение транс-
портных средств по неровной дороге [1–3],
взлет самолетов с палубного трамплина [4, 5],
движение тележек по криволинейным поверх-
ностям (направляющим) в сооружениях типа
«катальная гора» [6, 7] и др. Многие из этих за-
дач рассматриваются в предположении, что ра-
диусы кривизны траектории движения тела ве-
лики по сравнению с колесной базой, т. е. рас-
стояние по кривой между точками контакта
колес практически равно колесной базе тела.
В случае катальных гор и других подобных аттрак-
ционов обычно радиусы кривизны изменяются в
широком диапазоне и подобный подход не при-
меним для определения кинематических и сило-
вых параметров движения. В этих случаях задача
существенно усложняется и становится кинема-
тически нелинейной. В данной статье рассмотре-
но нестационарное движение твердого тела на
двух колесах (роликах) по плоской кривой.

Кинематические соотношения. Задача по оп-
ределению кинематических и динамических
характеристик движения плоской двухколес-
ной тележки по заданной неподвижной криво-
линейной направляющей произвольной фор-
мы решается при следующих предположениях:

1) корпус тележки и колеса являются абсо-
лютно твердыми телами;

2) массой колес можно пренебречь (колеса
невесомые);

3) оси вращения колес жестко прикреплены
к корпусу (нет подвески);

4) колеса катятся без проскальзывания и сила
трения отсутствует;

5) заднее колесо является ведущим, а перед-
нее — ведомым.

Плоская кривая, по которой движется твер-
дое тело на двух колесах, в декартовой системе
координат описывается уравнением вида
y y x= ( ) или в параметрическом виде в зависи-
мости от длины дуги s:

x x s y y s= =( ); ( ). (1)

Скорость движения контактной точки зад-
него ведущего колеса вдоль кривой считается
известной, а тангенциальная реакция (движу-
щая сила) R tA , ( )τ — неизвестной (рис. 1). Опре-
делив реакцию RА ,τ , можно рассчитать крутя-
щий момент на ведущем колесе по формуле

M R rA= ,τ ,

где r — радиус колеса. Тангенциальная реакция
ведомого колеса RB,τ =0, так как считается, что
трение между колесами и кривой отсутствует.

Найдем все кинематические и геометрические
параметры точки A при условии, что естествен-
ная координата s sA = 0 в момент времени t =0:

& ; ( ) ;V
dV

dt
s s V dA

A

A A

t

= = +ò0
0

τ τ

x x s y y sA A A A= =( ); ( ).
Здесь V tA ( ) — скорость движения в точке A.
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Рис. 1. Геометрические, кинематические и силовые
параметры движения тела на двух колесах
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При составлении кинематических соотно-
шений для движения точки по плоской кривой
необходимо учитывать, что [8–14]

ds

dt
V

d

dt

d

ds

ds

dt
V

d

ds
= = =;

(*) (*) (*)
. (2)

Угол наклона касательной к кривой в точке
A и его первая производная с учетом соотно-
шений [15–17]

dy

ds

dx

ds
= =sin ; cosθ θ (3)

рассчитываются по формулам

θA s s

dy

ds A
=

æ

è
ç

ö

ø
÷

=arcsin ;

&

sin
.θ

θA

A

A s sV
d x

ds A
=- =

1 2

2 (4)

Координаты и скорость центра заднего ко-
леса A0 (см. рис. 1):

x x r y y rA A A A A A0 0
= - = +sin ; cos ;θ θ (5)

V V rA A A0
= - & .θ

Для нахождения координаты sB точки кон-
такта B переднего колеса используем соотно-
шение, следующее из условия неизменяемости
длины «колесной базы» тела A B l0 0 = :

( ) ( )l x x y yB A B A

2
2 2

0 0 0 0
= - + - , (7)

где выражения для неизвестных координат xB0

и yB0
аналогичны уравнениям (5) с учетом (1)

и (3):

x x s r
dy

ds
B B s s В0

= - =( ) ;

y y s r
dx

ds
B B s s В0

= + =( ) . (8)

Уравнение (7) с учетом (5) и (8) решается
в текущий момент времени (при условии
s s lB A- ³ ) и по полученному значению sB на-
ходятся остальные кинематические и геомет-
рические параметры точки B:

x x s y y sB B B B= =( ); ( );

θВ s s

dy

ds В
=

æ

è
ç

ö

ø
÷

=arcsin .

Угол поворота твердого тела относительно
оси 0x определяется из соотношения

ϑ=
-æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷arcsin

y y

l

B A0 0 .

Зная уголϑ, можно найти углыα иβ (см. рис. 1):

α ϑ θ β ϑ θ= - = -A B; .

Для вычисления скорости точки B0 учитыва-
ются геометрические условия:

l x x l y yB A B Acos ; sin ,ϑ ϑ= - = -
0 0 0 0

продифференцировав которые по времени
с учетом выражений (2) и (3) и последователь-
но исключая неизвестные величины, находят
VB0

и &ϑ:

( )
( )

V V VB A

A

B

A0 0 0
=

-

-
=

cos

cos

cos

cos
;

θ θ

θ θ

α

β

( )
( )

( )
&

sin

cos

sin

cos
.ϑ

θ θ

θ ϑ

α β

β
=

-

-
=

-V

l

V

l

A B A

B

A0 0

Скорость VB и значение &θB связаны соотно-

шениями, аналогичными (4) и (6):

V V r V
d x

ds
B B B B

B

B s s В
= + =- =0

1 2

2
& ; &

sin
θ θ

θ
,

отсюда

V
V

r d x

ds

B

B

B

s s В

=

+
é

ë
ê

ù

û
ú=

0

1
2

2sinθ

;

& .θB

B BV V

r
=

-
0

Угловое ускорение тела

( )
( )

&&
& & sin

cos
ϑ

ϑ θ θ

θ ϑ
= =

-

-
+

d

dt

V

l

A B A

B

0

( )
( )
( )

+ -
-

-
+

V

l

A

B A

B A

B

0 & &
cos

cos
θ θ

θ θ

θ ϑ

( ) ( )+ - -& & & ,ϑ θ ϑ θ ϑB Btg

где

& & && ;V V rA A A0
= - θ
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&&
&

sin sinθ
θ

θ θA

A

A A s s A

d

dt
V

d x

ds A
= =-

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ +

é

ë
ê-

=
2 2

3

3

( )+
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ -

ù

û
ú=

d x

ds
V Vs s A A A A AA

2

2
& sin & cosθ θ θ .

Неизвестные координаты центра тяжести
тела xC и yC в неподвижной системе координат
(см. рис. 1) вычисляются через их известные
значения ξC и ηC в подвижной (связанной с те-
лом) системе координат:

x xC A C C= + -
0

ξ ϑ η ϑcos sin ;
y yC A C C= + +

0
ξ ϑ η ϑsin cos .

Проекции скорости центра тяжести телаVC X,

и VC Y, на оси 0x и 0y определяются по следую-
щим формулам:

( )V V y yC X A X C A, ,
& ;= - -

0 0
ϑ

( )V V x xC Y A Y C A, ,
& .= + -

0 0
ϑ

Здесь

V x VA X A A A0 0 0, & cos ;= = θ

V y VA Y A A A0 0 0, & sin .= = θ (9)

Скорость центра тяжести

V V VC C X C Y= +, , .2 2

Ускорения центра тяжести тела в проекциях
на оси 0x и 0y:

( ) ( )& & && & & & ;

& & &&

, ,

, ,

V V y y y y

V V

C X A X C A C A

C Y A Y

= - - - -

= +

0 0 0

0

ϑ ϑ

ϑ( ) ( )x x x xC A C A- + -

ì

í
ï

îï 0 0

& & & ,ϑ

где с учетом (9)

& && & cos ;

& &&

,

,

V x V V
d x

ds

V y

A X A A A A s s

A Y A

A0 0 0 0

0 0

2
2

2= = +

=

=θ

= +

= =

ì

í

ï
ï
ï

î

=
& sin ;

& , & ., ,

V V
d y

ds

x V y V

A A A s s

C C X C C Y

A0 0

2
2

2θ
ï
ï
ï

Реакции в точках A и B со стороны тела на
кривую, по которой оно двигается, определя-
ются из системы уравнений движения с учетом
силы тяжести (см. рис. 1):

( )
MV R R R

M V g R

C X A A A n A B n B

C Y A

& cos sin sin ;

&

, , , ,

, ,

= - -

- =

τ

τ

θ θ θ

sin cos

cos ;

&& sin co

,

,

,

θ θ

θ

ϑ ξ α ητ

A A n A

B n B

C A C C

R

R

J R r

+ +

+

= + +( )
( )

( )[ ]

s

cos sin

cos sin .

,

,

α

ξ α η α

ξ β η β

-

- - +

+ - +

ì

í

ï
ï
ï
ïï

R

R l

A n C C

B n C Cî

ï
ï
ï
ï
ï

Здесь M и J C — масса и момент инерции тела;
g — ускорение свободного падения.

Перегрузки по осям 0x и 0y рассчитываются
из соотношений

n
V

g
n

V

g
x

C X

y

C Y= =
&

;
&

.
, ,

На основе полученных результатов для оп-
ределения кинематических, геометрических,
инерционных и динамических параметров дви-
жения твердого тела по плоской кривой был
составлен алгоритм расчета для последователь-
ного нахождения необходимых величин по
времени движения с заданным шагом [18–20].

Проверка алгоритма расчета. В качестве тес-
товой задачи для проверки численного алго-
ритма решена задача о движении тела по дуге
окружности, для которой можно получить точ-
ное аналитическое решение. В качестве кривой
выбрана полуокружность радиусом R =50 м;
влияние гравитации не учитывалось (g =0).
Рассмотрены два расчетных случая:

1) VA = 2 м с/ , l =15, м, ξС =0 3, м, ηС =0 5, м,
M =500 кг, J C = ×250 кг м2 , r =0 2, м. При этом

движение тела по траектории со временем
t k =78 382, с исследовалось c шагом ∆t =0 5, с;

2) VA =5 м с/ , l =15, м, ξС =0 3, м, ηС =0 5, м,
M =500 кг, J C = ×250 кг м2 , r =0. При этом дви-

жение тела по траектории со временем
t k =31353, с исследовалось c шагом ∆t =01, с.

Для оценки точности численного решения
использовалось несколько условий:

• при движении тела по дуге окружности
любая его точка движется с постоянной угло-
вой скоростью ω. Для первого случая были вы-
числены угловые скорости движения пяти то-
чек — центров колес A0 и B0 , точек контакта A

и B и центра тяжести C. Для второго случая уг-
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ловая скорость определялась для трех точек —
точек контакта A и B и центра тяжести C. Угло-
вые скорости как в первом, так и во втором,
случаях получились постоянными с точностью
до трех значащих цифр. Для первого случая уг-
ловая скорость ω=0 04, /рад с, для второго —
ω=01, /рад с;

• полная энергия тела E MV JC C= +
1

2

1

2
2 2&ϑ

на исследуемых временных интервалах в обоих
случаях оставалась постоянной с точностью до
трех значащих цифр. Для первого расчетного
случая полная энергия тела E =972 2, Дж, для
второго — E = ×6126 103, Дж;

• при движении тела центр его колеса дви-
жется по кривой, весьма близкой к окружности
радиуса R r- (точное решение);

• полученные численные значения контакт-
ных реакций колес с точностью до трех знача-
щих цифр совпадают с результатами точного
решения.

Таким образом подтверждается достовер-
ность формул и численных результатов реше-
ния рассматриваемой задачи.

Пример расчета. Рассмотрим задачу о движе-
нии твердого тела по траектории, в качестве
которой выбрана кривая, состоящая из гори-
зонтального участка 1 длиной 5 м и четырех
гладко сопряженных окружностей 2—5, коор-
динаты центров и радиусов которых в метрах,
соответственно равны: x 2 5= , y2 5= , R2 15= ,
x 3 26 9= , , y3 14= , R3 10= , x4 431= , , y4 6 2= , ,
R4 10= , x 5 65 8= , , y5 16 7= , , R5 15= (рис. 2). Ис-
ходные данные:VA = 2 5, /м с, l =15, м, ξС =0 3, м,
ηС =0 5, м, M =500 кг, J C = ×250 кг м2 . Полное

время движения тела с постоянной скоростью
VA по этой кривой t k =34 040, с. Расчеты вы-
полнялись с шагом ∆t = 1

3 с.

Сравним и проанализируем как влияет ра-
диус колеса на параметры движения тела. Для
этого рассмотрим два варианта задачи:
1 0 2) ,r = м; 2) r =0. В первом варианте была
проведена дополнительная геометрическая
проверка решения по точности определения
траектории движения центров колес A0 и B0

и сравнение ее с эквидистантой к исходной
кривой, которые практически совпали.

Сравнение решений задач для вариантов 1
и 2 по углу поворота ϑ приведено на рис. 3.
Полученные значения на всем интервале вре-
мени отличаются только в третьем знаке после
запятой. Следует отметить, что отличия в зна-
чениях величины &&ϑ более существенно — они
составляют 2 %.

Сравнение решений по проекции скорости
цента тяжести тела C на ось 0x представлено на
рис. 4. ЗначенияVC X, отличаются во втором зна-
ке после запятой, т. е. примерно на 1...2 %. Тот же
самый вывод следует из сравнения проекций
скорости центра тяжести на ось 0y (рис. 5).

Самые существенные различия проявляют-
ся при вычислении реакций RA ,τ , RA n, , RB n,

(рис. 6—8). Нормальные составляющие реак-
ций в вариантах 1 и 2 могут отличаться на
20...70 %, что указывает на то, что при опреде-
лении нагрузок на сооружение следует учи-
тывать радиус колес тележек. Тангенциаль-
ные составляющие реакции отличаются во вто-
ром знаке.

Рис. 2. Траектория движения тела
для примера расчета

Рис. 3. Зависимость угла поворота тела от времени:

—— — r = 0; . . . . — r = 0,2 м
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Следует отметить, что значения перегрузок
по осям 0x и 0y при r =0 2, м и r =0 отличаются
не более чем на 2%.

Таким образом, при определении кинемати-
ческих и геометрических параметров движения
тела малыми радиусами колес (роликами) мож-
но пренебрегать в пределах погрешности 5%,
но при расчете нагрузок их размеры следует
учитывать.

Выводы

1. Составленный алгоритм позволяет опре-
делять все необходимые параметры плоского
движения тела (тележки на роликах) по криво-
линейной траектории сооружения, например,
типа аттракционов с катальными горками.

2. Дальнейшее усложнение данной задачи
заключается в учете амортизации подвески
тела, податливостей колес, а также в учете от-
носительного движения присоединенных
к телу деформируемых масс. При таких обоб-
щениях задачи результаты ее решения могут
быть использованы в других различных прило-
жениях (движение автомобиля или мотоцикла
на неровной дороге, взлет самолета с палубно-
го трамплина и пр.).
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